

УЛИТКИ ПАСКАЛЯ 


На этом рисунке вы видите семейство кри- 
вых, которые называются «улитками Паска- 
ля». Каждая из них получается следующим 
образом. Нарисуем на плоскости окруж- 
ность некоторого радиуса и вооружимся вы- 
резанным из бумаги кругом того же ра- 
диуса «с ручкой» — планкой, в которой про- 
деланы дырочки. Будем катить без про- 
скальзывания круг снаружи по нарисован- 


ной окружности, а в одну из дырочек ручки 
вставим карандаш. Тогда карандаш опишет 
как раз улитку Паскаля. 

Красная линия на рисунке — кардиоида, ко- 
торая является одной из улиток Паскаля 
(карандаш был вставлен в точку на окруж- 
ности подвижного круга). 

О других способах построения и свойствах 
улитки Паскаля рассказано на с. 36. 
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Что нужно иметь, чтобы найти 
несколько знаков числа л? 57 
Планиметр, чтобы определить 
площадь круга единичного ра- 59 
диуса? 

Курвиметр, чтобы измерить дли- 
ну окружности единичного диа- 
метра? 

Оказывается, достаточно иметь 
коробок спичек и лист линован- 
ной бумаги (см. первую страни- 
цу обложки). Подробно об этом 
рассказано на с. 43. 
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Обычно говорят, что площадь 5 (Р) 
фигуры Р есть число, показывающее, 
из скольких единиц площади «со- 
ставляется» эта фигура (за единицу 
площади берется квадрат, сторона 
которого равна единице длины). Од- 
нако такое наглядное пояснение не 
может служить точным математиче- 
ским определением понятия площа- 
ди. Неясно, например, каким обра- 
зом из единиц площади «составляет- 
ся» круг заданного радиуса. 

Один из способов уточнения поня- 
тия площади основывается на рас- 
смотрении палетки — разбиения 
плоскости на конгруэнтные квадра- 
ты. Пусть сторона квадрата палетки 
имеет длину 1. На рисунке 1 фигура/ 7 
содержит фигуру, составленную из 
9 квадратов палетки, и содержится в 
фигуре, составленной из 29 квадра- 
тов; поэтому 9 «г 5 (Р) < 29. Для 
более точной оценки можно исполь- 
зовать палетку, квадраты которой 
имеют стороны длиной 1/10 (так что 
в каждом квадрате прежней палетки 
содержится 100 квадратов новой па- 
летки). Если, скажем, Р содержит 


фигуру, составленную из 1716 квад- 
ратов новой палетки, и содержится 
в фигуре, составленной из 1925 та- 
ких квадратов, то 17,16 ^ 5 (Р) ^ 

19,25. Еще раз измельчая палетку 
(т. е. уменьшая в 10 раз длины сторон 
квадратов), мы сможем еще точнее 
оценить 5 ( Р ) и т. д. 

Описанный процесс измерения 
используется не только для в ы - 
числения площади, но и для 
самого определения понятия площа- 
ди. Именно, рассмотрим палетку, у 
которой длины сторон квадратов 
равны 1/10*. Пусть Р содержит фи- 
гуру, составленную из а к квадратов 
этой палетки, и содержится в фигу- 
ре, составленной из Ь к таких квадра-. 
тов (например, выше у нас а у = 1716, 
Ьі = 1925). Тогда можно сказать, что 

есть значение площади фигуры Р 

с недостатком, а — с избытком. 

ІО 2 * ' 

Неограниченно увеличивая к, мы мо- 
жем рассмотреть пределы 


5 (Р) — Ііт 5 (Р) = 1іт-^-г 

ІО 2 *’ ' ' Ьсо10=*’ 
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первый из которых называется ниж- 
ней, а второй — верхней площадью 
фигуры Р. 

Если фигура Р такова, что эти 
пределы совпадают, то фигура Р 
называется квадрируемой, а число 
8 (Р) = 8 {Р), т. е. совпадающее зна- 
чение рассмотренных пределов, на- 
зывается площадью фигуры Р и 
обозначается через 5 (Р). 

Нетрудно привести пример фигу- 
ры, у которой верхняя и нижняя 
площади не совпадают. С этой целью 
из квадрата площади 1 удалим 
крест, площадь которого меньше 
1/4 (рис. 2, а). Затем в каждом из 
четырех оставшихся квадратов уда- 



Рис. 1. 

лим по кресту так, чтобы сумма пло- 
щадей всех четырех крестов была 
меньше 1/8 (рис. 2, б). Затем удалим 
16 крестов с общей площадью мень- 
ше 1/16 (рис. 2, в) и т. д. Фигуру, 
которая останется после бесконечного 
числа удалений крестов, обозначим 


через С?. Заметим, что общая площадь 
всех удаленных крестов меньше чем 
1/4+1/8+1/16+ ... +1/2"+ .... т. е. 
меньше 1/2. Поэтому оставшуюся 
фигуру С? невозможно поместить в 
фигуре площади 1/2, т. е. верхняя 
площадь фигуры ф больше, 1/2. В 
то же время фигура С} не содержит 
никакого квадрата (каким бы ма- 
леньким он ни был), и потому ниж- 
няя площадь фигуры С} равна нулю. 
Таким образом, 5 (<3)+=5 (ф), т. е, 
фигура (? неквадрируема. 

Этот пример показывает, что по- 
нятие площади применимо не ко вся- 
кой фигуре. Однако можно доказать 
(мы здесь это доказательство при- 
водить не будем), что всякий много- 
угольник является квадрируемой фи- 
гурой. Точно так же любая выпук- 
лая фигура (в частности, круг) 
квадрируема. Вообще же класс квад- 
рируемых фигур является весьма 
обширным. 

Теперь можно сказать, что пло- 
щадь 5 представляет собой функ- 
цию, заданную на классе Есех квад- 
рируемых фигур и принимающую чис- 
ловые значения, т. е. площадь 5 (Р) 
каждой фигуры р есть число 
(единица площади предполагается 
фиксированной). 

Используя данное определение 
площади (с помощью палеток), можно 
доказать ряд сеойств площади. Ос- 
новными являются следующие четы- 
ре свойства: 

(а) функция 8 неотрицательна, 
т. е. 5 (Р) 0 для любой квад- 

рируемой фигуры Р; 

(р) функция 8 аддитивна, т. е. 
если Р 1 и Р ., — квадрируемые 
фигуры, не имеющие общих 




□□ 

□□ 



□п 

□□ 



□□ 

□□ 



□□ 

□п 


а) 6) 


Рие. 2. 


□ □□□ □□□□ 
пппп ПППП 

□□□□ □□□□ 
□□□□ □□□□ 

□□□□ □□□□ 
□□□□ пппп 
□□□□■ □□□□ 
пппп пппп 

і) 


1 * 


3 


внутренних точек, то 5 (Т 7 , 

и К) = 5 <л) + 5 (р 2 )\ 

(у) функция 8 инвариантна от- 
носительно перемещений , т. е. 
если Р г д±Р 2 , то 5 (Р х ) = 5(/ г 2 ); 
(б) единичный квадрат имеет 
площадь 1. 

После рассмотрения этих свойств 
наступает поворотный пункт в теории 
площадей. Дело в том, что справедли- 
ва следующая теорема существования 
и единственности: на классе всех квад- 
рируемых фигур существует , и при- 
том только одна, функция 8, обла- 
дающая свойствами (а), (Р), (у), (б). 
Теорема эта играет весьма важную 
роль. Изложенное выше определение 
площади (с помощью палеток) можно 
назвать конструктивным, 
поскольку площадь определяется с 
помощью четко описанной конструк- 
ции (процесса измерения). Теперь 
же можно дать другое описание поня- 
тия площади; грубо говоря, площадь 
есть «то, что обладает свойствами 
(а), (Р), (у), (б)». В самом деле, со- 
гласно теореме существования и един- 
ственности, кроме площади, нет ни- 
какой другой функции, обладающей 
указанными свойствами. Более точ- 
но, мы можем теперь сказать, что пло- 
щадью называется числовая 
функция, заданная на множестве всех 
квадрируемых фигур и удовлетво- 
ряющая условиям (а), (Р), (у), (б). 
При таком подходе свойства (а), (Р), 
(у), (б) доказывать не нужно (они 
рассматриваются как аксиомы 
площади), а само определение ста- 
новится аксиоматическим, 
а не конструктивным, как прежде. 

При аксиоматическом определении 
площади палетки становятся ненуж- 
ными *), а все дальнейшие свойства 
площади выводятся из аксиом (а), 
(Р), (у), (б) как теоремы. Например, 
из аксиом можно вывести, что при 
Р~ )С справедливо неравенство 
б>’ (Р) ^ 5 (О) (свойство монотон- 
ности площади); что для любых 
квадрируемых фигур Р х , Р справед- 
ливо соотношение 5 (Р х у Р.,) = 
= ^ (Р і) + 5 (р 2 ) — 5 (Т, П Р ■>); что 


*) Правда, понятие квадрируемости было 
выше определено с помощью палеток, по 
этого также можно избежать. 


отношение площадей подобных фи- 
гур равно квадрату коэффициента 
подобия и т. д. 

Перейдем, наконец, к вопросу о 
вычислении площадей. Самым про- 
стым методом вычисления площадей, 
известным еще из глубокой древно- 
сти, является метод разложения. 
Для уяснения этого метода рассмот- 
рим фигуры Р и И , изображенные на 
рисунке 3. Пунктирные линии раз- 
бивают эти фигуры на одинаковое 
число соответственно конгруэнтных 
частей, т. е. фигуры Р и Н равно- 
составлены. Вообще, две фигуры на- 
зываются равносоставленными, если, 
разрезав одну из них на конечное 



Рнс. 3. 

число частей, можно (располагая эти 
части иначе, т. е. рассматривая фигу- 
ры, конгруэнтные - этим частям) со- 
ставить из них второю фигуру. 

Из аксиом (Р) и (у) непосредст- 
венно следует, что дие равносостав- 
ленные фигуры равновелики, т. е. 
имеют одинаковую площадь. На 
этом и основан метод разложения: 
фигуру, площадь которой нужно вы- 
числить, пытаются разбить на конеч- 
ное число частей так, чтобы из этих 
частей можно было составить более 
простую фигуру (площадь которой 
уже известна). Например, парал- 
лелограмм равносоставлен с прямо- 
угольником, имеющим то же основа- 
ние и ту же высоту (рис. 4), и пото- 
му, зная формулу площади прямо- 
угольника, мы устанавливаем фор- 
мулу площади параллелограмма. 
Треугольник равносоставлен с па- 
раллелограммом, который имеет то 
же основание и вдвое меньшую высоту 
(рис. 5), и это позволяет вычислить 
площадь треугольника. 

Умея вычислять площадь тре- 
угольника, легко вычислить площадь 
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Рис. 4. 



Рис. I. 


любого многоугольника: достаточно 
разбить его на треугольники и вос- 
пользоваться аксиомой (Р), т. е. сло- 
жить площади этих треугольников. 
Заметим, что при любом другом спо- 
собе разбиения на треугольники ре- 
зультат будем тем же самым. 
Действительно, результат и того и 
другого вычисления даст одно- 
значно определенное число: пло- 
щадь 5 (Р) рассматриваемого много- 
угольника (вот где «работает» теоре- 
ма существования и единственно- 
сти !). 

Несмотря на простоту и удобство 
метода разложения, обойтись толь- 
к о этим методом для вычисления 
площадей различных квадрируемых 
фигур не удается. Например, вычис- 
лить площадь круга этим методом 
невозможно: как бы мы ни разрезали 
круг на конечное число частей, со- 
ставить из них многоугольник (т. е. 
«более простую» фигуру, площадь ко- 
торой мы умеем вычислять) не удаст- 
ся. В связи с этим применяется еще 
один метод вычисления площадей, 
называемый методом исчерпывания. 
Этот метод также рзвестен из глубо- 
кой древности: его открытие связано 
с именем Архимеда. Существо 
метода состоит в следующем. Рас- 
сматривается квадрируемая фигура Р 
и последовательность вложенных в 
нее квадрируемых фигур С и С 2 , ... 
(рис. 6). Если часть фигуры Р, не 
заполненная фигурой 0„, имеет пло- 
щадь, неограниченно уменьшающуюся 


при л-*- о о, то 8 (Р) = 1іш5 (С п ). 

П-+оо 

Фигуры Оц О г, ... как бы постепенно 
«исчерпывают» всю площадь фигу- 
ры Р, и это позволяет вычислить 
5 (Р). 

Примером применения метода ис- 
черпывания может служить приведен- 
ное в учебнике X класса вычисление 
площади круга. В этом случае фигу- 
рами С 2 , 0 2 , ... являются вписан- 
ные в круг Р правильные многоуголь- 
ники, каждый из которых имеет вдвое 
большее число сторон, чем предыду- 
щий (рис. 7). Равенство 5 (Р) = 
= 1іт5(0„) и позволяет вы- 

П-* оо 



числить площадь круга. Архи- 
мед применил метод исчерпывания 
не только для вычисления площади 
круга, но также для вычисления пло- 
щади сегмента параболы (рис. 8). 

Наиболее универсальным мето- 
дом вычисления площади является 
применение первообразной. Пусть 
на координатной плоскости задана 
замкнутая линия, не пересекающая 
сама себя; фигуру, ограниченную 
этой линией, обозначим через Р. 
Проекция фигуры Р на ось абсцисс 
представляет собой некоторый отре- 
зок [а, 5"). Для простоты предполо^ 
жим, что для любой внутренней точ- 
ки х отрезка [а, Ь ) прямая, парал- 
лельная оси ординат и проходящая 
через эту точку, пересекает фигуру Р 
по отрезку (рис. 9); длину этого от- 
резка обозначим через } (х). Далее, 



5 






через 5 (х) обозначим площадь той 
части фигуры Р, которая расположе- 
на левее проведенной через точ- 
ку х прямой. 

Нетрудно доказать, что функция 5 
является первообразной для [ на 
отрезке Іа, Ь], т. е. 8 г (х) = I (х) 
при х 6 ]а, Ь[. В самом деле, пусть 
е — произвольное положительное 
число, меньшее [ ( х ). На прямой, 
параллельной оси ординат и проходя- 
щей через точку х, возьмем точки М, 
/V, Р, <?, отстоящие на е/2 от концов 
отрезка, по которому взятая прямая 
пересекает фигуру Р (рис. 10). Точ- 
ки М, (? расположены вне фигуры Р, 
а Л^, Р — внутренние точки этой фи- 
гуры. Следовательно, существует 
такое б > 0, что отрезки длины 26, 
параллельные оси абсцисс и имеющие 
середины в точках М, /V, Р, (?, рас- 
положены: первый и последний — вне 
фигуры Р, а второй и третий — внут- 
ри нее. Пусть теперь Дх — положи- 
тельное число, меньшее б. Разность 
Д5 ( х ) = 5 (х+Дх) — 5 (х) равна 
площади заштрихованной на рисун- 
ке 10 фигуры. Эта площадь заключе- 
на между площадями прямоугольни- 
ков Л/РГР и МКРІ ?, т. е. 

(/ (х) — е) Дх < Д5 (х) < 

< (/ (*) + е) Дх. 

Отсюда 

/(*)_ е <^)</(х)+е (*) 

при 0 < Дх < б. 

Аналогично проверяется, что по- 
лученное неравенство выполняется 



« 


и для всех отрицательных Ах, если 
только —6 < Ах < 0. Таким обра- 
зом, при любом е > 0 найдется та- 
кое б > 0, что при 0 < |Дх | < б 
выполняется неравенство (*). По 
определению предела это означает, что 


Ііт 

Дх-0 


Д5 ( х ) 
Ах 


= /(*), 


8'(х) = / (х). 

Доказанное равенство позволяет 
вычислить площадь фигуры Р. Пусть 
ср — какая-нибудь первообразная 
для функции /. Так как 5 — также 
первообразная для этой функции, то 
Ф и 5 отличаются на константу, т. е. 
существует такое число с, что ф (х) = 
= 5 (х) 4- с для любого х 6 Іа, б]. 
Следовательно, 

Ф (Ь) - ф (а) = (5 ( б ) + с) — 

-(8 (а)+с) = 8 (Ь)-3 (а) = 8 (Р) 
(поскольку 5 (а) = 0, а 5 (б) есть 
площадь всей фигуры Р). Итак, 
если ф — какая-нибудь первообраз- 
ная для функции /, то разность 

Ф (б) — ф (а) равна площади фигу- 
ь 

ры Р, т. е.8(Р)= ^[(х)дх. 

а 

Если, например, Р представляет 
собой «криволинейный треуголь- 
ник», ограниченный параболой 
у = х 2 и прямыми у — 0, х = б 
(рис. 11), то прямая, которая прохо- 
дит через точку х отрезка [0, б] и 
параллельна оси ординат, высекает 
из этого «треугольника» Р отрезок 


длины х 2 , т. е. в данном случае 
/ (х) = х 2 . Для функции / (х) = х 2 
одной из первообразных является 

функция ф (х) = -А- х 3 . Следователь * 

но, площадь фигуры Р находится по 
формуле 

■5 (Е) = ф (б) — ф (0) = -А- б 3 . 

Заметим, что, вычитая из площади 
прямоугольника АВСИ (рис. 12) уд- 
военную площадь «треугольника» Р, 
мы получаем площадь сегмента па- 
раболы, которая, таким образом, ока- 

4 

зывается равной -у б 3 . Как видите, 

с помощью первообразной очень про- 
сто получается тот результат, кото- 
рый Архимед выводил с помощью 
сложного рассуждения, основанного 
на использовании метода исчерпы- 
вания *). Сегодняшние школьники 
знают намного больше того, что было 
известно великому Архимеду! 

Заканчивая рассказ о понятии 
площади, рассмотрим так называе- 
мый принцип Кавальери**). Пусть, 


*) Подробно об этом см. в статье А.Д.Бен» 
дукидзе «Архимед и квадратура параболы- 
(«Квант», 1971, № 7, с. 7). 

**) Принцип Кавальери для площадей 
уже упоминался на страницах «Кванта» — в 
статьеС. Верова «Тайны циклоиды» («Квант», 
1975, № 8, с. 21) и в статье С. Пухова «За- 
дача о выпуклых телах» («Квант», 1977, № 2, 
с. 30). 
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кроме Р, имеется еще одна фигура Н 
(рис. 13), проекцией которой на ось 
абсцисс служит тот же отрезок 
[а, Ь]. Предположим, кроме того, 
что каждая прямая, параллельная 
оси ординат, пересекает фигуры Р 
и Н по конгруэнтным от- 
резкам. Тогда площадь фигуры Н 
выражается тем же интегралом, 
что и площадь фигуры Р, т. е. 

ь 

8(Н) = ^[(х)дх, и потому5(Е) = 

а 

=8 ( Н ). Итак, если любая прямая , 
параллельная заданной фиксирован- 
ной прямой (например, оси орди- 
нат), пересекает фигуры Р и Н по 
конгруэнтным отрезкам, то фигуры 
Р и Н равновелики: 8 (Р) = 5 (Я). 
Это и есть принцип Кавальери (для 
площадей). Мы вывели его с помощью 
формулы, выражающей площадь фи- 
гуры через интеграл. Кавальери же 
высказал свой принцип (и применял 
его для вычисления площадей и объ- 
емов) еще до того, как в трудах 
Ньютона, Лейбница и других ученых 




были введены понятия первообраз- 
ной и интеграла. 

На рисунке 14 показаны две фи- 
гуры, которые, в силу принципа 
Кавальери, являются равновеликими. 
Впрочем, равенство площадей этих 
фигур можно легко установить и 
методом разбиения (как?). 

Понятие объема вводится ана- 
логично понятию площади. При кон- 
структивном определении рассмат- 
ваются кубильяжи (аналоги пале- 
ток), т. е. разбиения пространства на 
конгруэнтные кубы. Рассмотрим ку- 
бильяж, у которого длина ребер ку- 
бов равна 1/10*. Пусть пространст- 
венная фигура Р содержит фигуру, 
составленную из а к кубов этого ку- 
бильяжа, и содержится в фигуре, 
составленной из Ъ к ■ таких кубов. 

Тогда есть значение объема фи- 
1 0 з* 

гуры Р с недостатком, а — 

1 0 з* 

с избытком. Если фигура Р такова, 
что пределы 

V (/ г ) = 1іт-^т V (Р) = Ііш-^7 

совпадают, то фигура Р называется 
кубируемой, а число V (Р) = Ѵ (Р) на- 
зывается объемом фигуры Р и обо- 
значается через V (Р). Объем V пред- 
ставляет собой функцию, заданную 
на классе всех кубируемых фигур и 
принимающую числовые значения. 

Как и площадь, объем может быть 
определен аксиоматически, причем 
аксиомы, на которых основывается 
понятие объема, совершенно анало- 
гичны аксиомам площади: 

(а) функция V неотрицательна, 
т. е. V (Р) 5* 0 для любой ку- 
бируемой фигуры Р\ 

(($) функция V аддитивна, т. е. 
если Р х и Р 2 — кубируемые фи- 
гуры, не имеющие общих внут- 
ренних точек, то 
ѴіРгЦРш) = Ѵ(Р,)+Ѵ (Р г У, 

(у) функция V инвариантна от- 
носительно перемещений, т. е. 
если Рг^Ро, то V (Р г ) = 
= V (Р г У, 

(б) единичный куб (т. е. куб, 
ребро которого имеет длину 1) 
имеет объем 1 . 


8 




Рмс. 1і. 

Как и в случае площадей, имеет 
место теорема существования и един- 
ственности. 

Не останавливаясь на других ме- 
тодах, рассмотрим вычисление объе- 
мов при помощи интегрирования и 
принцип Кавальери для объемов. 
Пусть в пространстве задана система 
координат и взята некоторая фигу- 
ра Р, проекция которой на ось абсцисс 
представляет собой некоторый отре- 
зок [а, Ь 1. Через 5 (х) обозначим 
площадь фигуры, высекаемой из Р 
плоскостью, которая перпендикуляр- 
на оси абсцисс и проходит через точ- 
ку х отрезка [а, Ь]. Далее, через 
V (х) обозначим объем той части фи- 
гуры Р, которая расположена левее 
проведенной плоскости (рис. 15). Тог- 
да справедливо равенство Ѵ г (х) — 

8 (х), т. е. V является первообраз- 
ной для функции 5. Доказательство 
этого равенства — такое же, как и 
в случае площадей. 

Конечно, чтобы доказательство 
прошло, следует сделать некоторые 
предположения. Фигура Р должна 
быть кубируемой, ее сечения — квад- 


Рнс. 16. 

рируемыми. Кроме того, следует сде- 
лать некоторые предположения о 
характере границы тела Р (чтобы 
прошло рассуждение, аналогичное 
показанному на рис. 10). В учебнике 
X класса, например, справедливость 
равенства К'(х)=5(х) обосновыва- 
ется для случая, когда Р — фигура 
вращения специального вида. Мы на 
этом не останавливаемся. Из равен- 
ства Ѵ"(х)=5(х) следует, что для объ- 
ема фигуры Р справедлива формула 

ь 

Ѵ(Р)= 1 5 (х)йх. 

а 

Наконец, из этой формулы выте- 
кает принцип Кавальери для объемов : 
если любая плоскость , параллельная 
заданной фиксированной плоскости, 
пересекает пространственные фигу- 
ры Р и Н по фигурам, имеющим оди- 
наковую площадь (рис. 16), то фи- 
гуры Р и Н равновелики: V (Р) = 
= V (Н). Изящный пример приме- 
нения принципа Кавальери к вычис- 
лению объемов имеется в публикуе- 
мой в этом номере заметке М. Ма- 
микона. 


Советуем купить! 

Виленкин Н. Я. Популярная комбинаторика. Ц. 35 к. 

Выгодский М. Я- Справочник по элементарной математике. Ц. 35 к. 
Кошкин Н. И. Справочник по элементарной физике. Ц. 97 к. 

П о й а Д. Математическое открытие. Ц. 1 р. 62 к. 

Заказы направляйте по адресу: 103031, Москва, Петровка, 15. Магазин № 8 «Техническая 
книга». 
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Наверное, каждый школьник хоро- 
шо знает, чему равен объем шара. 
А знаете ли вы, что первым объем 
шара посчитал древний грек Архимед 
еще в третьем веке до н. э.? 

Объем шара Архимед нашел дву- 
мя способами. Первый способ заклю- 
чался в составлении интегральных 
сумм и, по существу, был очень бли- 
зок к современному методу интегри- 
рования (см. «Алгебра и начала ана- 
лиза 10», пп. 104, 107). Второй, более 
элементарный способ Архимеда со- 
стоял в использовании механиче- 
ского принципа, сочетающего в себе 
принцип поперечных сечений и най- 
денное им же правило рычага. 

Архимед установил, что объем ша- 
ра в полтора раза меньше объема 
цилиндра, описанного около шара: 

у — ѵ 

Этот результат Архимед считал 
самым большим своим достижением. 
По завещанию Архимеда на его моги- 
ле был высечен шар, вписанный в 
цилиндр. Именно по этому признаку 
могилу Архимеда через полтора сто- 
летия разыскал Цицерон. Сейчас она 
снова утеряна. 

В первой части статьи мы расска- 
жем, как -Архимед нашел объем шара 
с помощью своего механического ме- 
тода. А затем решим эту задачу чис- 
то геометрически. 

Еще до Архимеда был известен 
принцип поперечных сечений, ныне 
известный как «принцип Кавальери» 


(см. статью В. Болтянского «О поня- 
тиях площади и объема», с. 2). 
Этот принцип состоит в следующем. 

Пусть в пространстве заданы два 
тела (см. заставку), и пусть любая 
плоскость, параллельная данной, 
в сечении с этими телами образует 
две фигуры, площади которых рав- 
ны друг другу: 5і = 5 2 . (При этом 
сечение каждого тела, вообще гово- 
ря, является переменным.) Тогда 
эти два тела имеют равные объемы: 
V, = Ѵ г . 

Представим себе, что оба тела 
выложены из очень тонких плоско- 
параллельных слоев одинаковой тол- 
щины. Если каждый слой одного 
тела весит столько, сколько весит- 
соответствующий ему слой в другом 
теле, то и целиком оба тела весят 
одинаково. 

Очевидно теперь, что принцип 
поперечных сечений справедлив и 
в более общей форме: если заданы 
три тела и в каждом из плоскопа- 
раллельных сечений площади сече- 
ний первых двух тел в сумме равны 
площади сечения третьего тела: 5,. 4- 
+5. 2 = 5 3 , то сумма объемов пер- 
вых двух тел равна объему третьего 
тела: К, +К 2 =К 3 . 

Как мы увидим ниже, Архимед, 
применяя более сбщее, механическое 
развитие принципа поперечных се- 
чений, сумел выразить объем шара че- 
рез объемы цилиндра и конуса. По- 
следние же были посчитаны еще до 
Архимеда. В частности, Евдокс по- 
казал, что объем конуса в три раза 
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меньше объема описанного около него 
цилиндра. 

Метод Архимеда 

Нарисуем, следуя Архимеду, круг 
радиуса Я и прямоугольник, имею- 
щий с кругом общий центр О, со сто- 
ронами длины 2/? и 4/?. Впишем в 
этот прямоугольник равнобедренный 
прямоугольный треугольник с пря- 
мым углом при вершине А (рис. 1). 

Если вращать наш рисунок вокруг 
оси АВ, то крут при вращении обра- 
зует шар радиуса /?, прямоуголь- 
ник — круговой цилиндр с радиу- 
сом основания 2/?, а треугольник — 
конус, вписанный в цилиндр, с тем 
же основанием. 

Выберем на оси вращения АВ 
точку С на некотором расстоянии х 
от точки А и проведем через точку С 
плоскость а, перпендикулярную 
(А В). В сечении с цилиндром она 
образует круг радиуса 2/?, в сечении 
с конусом — круг радиуса | СО | = 
= | АС | = х (поскольку угол при 
вершине конуса прямой); в сечении 
с шаром — круг радиуса | СЕ |. Из 
рисунка 1 видно, что 

| АЕ | г = | СЕ | 2 + \АС | 2 = 

= | СЕ | 2 + | СО | 2 . 
С другой стороны, АЕ — это катет 
прямоугольного треугольника ЛЕВ 
(АВ — диаметр круга), а потому 
|А Е | 2 = \АВ\- \АС\. Следователь- 
но, 

\АВ | • \АС\ = |СО Г 2 + |СЕ I 2 . 
Умножив обе части этого равенства 
на число л- И В |, получим 

л- \АВ Г 2 - \АС \ = 

= л- | СО Г 2 - \АВ | + 

+л- | СЕ Г 2 - \АВ |. (1) 



РИ€. 1. 


Величина 5 К = л • | СИ | 2 — это пло- 
щадь круга, получающегося при пе- 
ресечении конуса плоскостью а. 
Величина 5 Ш = л - | СЕ | 2 — это пло- 
щадь круга, получающегося в сече- 
нии шара. 

Площадь же круга, получающего- 
ся в сечении цилиндра, равна 5 Ц = 
= л-|-4В| 2 . Поэтому равенство (1) 
мы можем переписать так: 

х-5 ц = 2#(5 К +$ Ш ). (2) 

Если бы множитель х был посто- 
янный, то с помощью принципа по- 
перечных сечений мы выразили бы 
друг через друга объемы шара, кону- 
са и цилиндра. 

Но множитель х — переменный, 
Ч это сильно осложняет ситуацию. 
Казалось бы, дальше не продвинуть- 
ся. Но тут Архимеда осеняет гени- 
альная догадка, смысл которой со- 
стоит в следующем. 

Отложим на прямой АВ влево от 
точки А отрезок АТ : \АТ \ = \АВ\. 
Представим теперь, что отрезки АВ 
и АТ являются плечами рычага; 
точка опоры которого совпадает с 
точкой А. Тогда соотношение (2) по- 
казывает, что если перенести кру- 
говые сечения шара 5 Ш и конуса 5 К 
в точку Т, то они «уравновесят» 
по отношению к точке А круговое 
сечение цилиндра 5 Ц = л - |-4В^| 2 , ос- 
тавленное на своем месте С *). Архи- 
мед замечает, что подобное соотно- 
шение устанавливается и для любых 
других сечений шара, конуса и ци- 
линдра, лежащих в одной и той же 
«вертикальной» плоскости. Тут важ- 
но отметить, что сечения шара и ко- 
нуса «подЕешиваются» все время. в 
одной и той же точке Т , на расстоя- 
нии 2/? от точки опоры рычага А, 
а сечения цилиндра — на расстоя- 
нии х от точки опоры А. Рассматри- 
вая различные сечения наших трех 
тел вертикальными плоскостями 
(отстоящими от точки А на различ- 
ные расстояния х), мы каждый раз 
подвешиваем сечения цилиндра в раз- 
ных местах (сечения конуса и шара 


*) Мы предполагаем, что сечения 5 Ш , 
$к 11 5ц сделаны из одного материала в виде 
очень тонких круглых дисков одинаковой 
толщины. 
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Рис. 2. 

меняются по величине при изменении 
х). Меняя х от нуля до 2В, т. е. рас- 
сматривая всевозможные сечения трех 
тел, мы, соответственно, уравнове- 
шиваем каждые три сечения 
(см. рис. 2). В результате слева в точ- 
ке Т оказываются подвешенными все 
сечения шара и конуса, а справа — 
все сечения цилиндра (рис. 3). Архи- 
мед пишет *): «Если теперь, беря 
такие круги, заполнить ими как ци- 
линдр, так и шар с конусом, то ци- 
линдр, оставаясь в том же положе- 
нии, будет относительно точки А 
находиться в равновесии со вместе 
взятыми шаром и конусом, если пе- 
ренести их на рычаг в 7 и поместить 
так, чтобы центр тяжести каждого 
из них оказался под Т». Но центр 


*) Именно в этих рассуждениях ус 
матривается остроумное сочетание прин- 
ципа поперечных сечений с правилом меха- 
нического равновесия рычага. 



тяжести оставшегося на месте ци- 
линдра находится в точке О — сере- 
дине отрезка АВ. Поэтому, если Е ц , 
Е ш и Ѵ к — соответственно, объемы 
цилиндра, шара и конуса, то, по пра- 
вилу рычага, условие равновесия 
имеет вид: 

Ец- \А0 | = (Е ш + Ѵ к ) • ИЛ. 
т. е. 

/?-Е ц = 2/?.(Е ш +Е К ), 

откуда 



Но конус по построению был вписан 
в цилиндр, так что его объем втрое 

меньше объема цилиндра: Е к = -у- Е ц . 
Поэтому 

Ѵ ш = -^Ѵ п -Ѵ к = 

= -Т Ѵ *—Т Ѵ ц = -Г 1/ «- 

Заменим наш цилиндр цилиндром, 
описанным около шара. Радиус его 
основания будет вдвое меньше радиу- 
са основания первоначального ци- 
линдра. Объем нового цилиндра ѵ п 
в четыре раза меньше объема перво- 
начального цилиндра: Е ц = 4и ц , 

так что 



т. е. объем шара в полтора раза мень- 
ше объема описанного цилиндра, — 
это и есть результат, которым так 
гордился Архимед. 

Геометрическое решение 

Возьмем круг радиуса В и опишем 
около него квадрат. Проведем диаго- 
нали квадрата, как на рисунке 4. 



Рис. 4. 
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Рис. $. 

Вращая рисунок 4 вокруг вертикаль- 
ной оси АВ, мы получим шар радиу- 
са В, описанный около шара цилиндр 
и вписанный в цилиндр «двойной» 
круговой конус с вершиной в центре 
шара О. На рисунке 5 изображены эти 
три тела. 

Возьмем точку С на оси враще- 
ния АВ на некотором расстоянии х 
от центра шара и проведем через С 
горизонтальную плоскость (МЫ). Эта 
плоскость в сечении с цилиндром об- 
разует круг радиуса | СМ | = В, в 
сечении с конусом — круг радиуса 
| СО | = | ОС | = х (так как угол при 
вершине конуса прямой) и в сечении 
с шаром — круг радиуса | СЕ |. По 
теореме Пифагора | ОЕ | 2 | СЕ | 2 4- 

+ |0С | 2 , или 

| СМ I 2 - | СЕ | 2 + | СО | 2 . 
Умножив обе части этого соотношения 
на число л, получим л - \СМ | 2 = 
= л • | СЕ | 2 -)- л ■ | СО | 2 , т. е. 

5 ц = + 5 к> (3) 



Рис. 6. 


где 5 Ц , 5 Ш и 5 К — соответственно, пло- 
щади кругов, получающихся при пе- 
ресечении цилиндра, шара и конуса 
плоскостью (МЫ). 

Соотношение (3) выполняется для 
любых других сечений цилиндра, ша- 
ра, и конуса, лежащих в одной и той 
же горизонтальной плоскости. Вспо- 
миная принцип поперечных сечений, 
перейдем от соотношения (3) для 
площадей к такому же соотношению 
для объемов: 

Уц Ѵ ш + *>„• 

Поскольку объем цилиндра втрое 
больше объема вписанного в него 
«двойного» конуса (у которого те же 

основание и высота), т. е. ц„ = -^-о Ц) 

мы получаем результат Архимеда: 

Ѵ ш = ѵ п - ѵ к = Уц — ц ц = ц ц , 

а именно, что объем шара в полтора 
раза меньше объема описанного ци- 
линдра. 

Задача 

На рисунке 6 изображены шар и ци- 
линдр с двумя коническими воронками на 
основаниях. Высота и диаметр основания 
цилиндра равны диаметру шара. Какое из 
этих двух тел весит больше? 
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А. Дозоров 

Можно ли 

поднять 

себя 

за волосы? 



Решение самой сложной технической 
задачи, как правило, начинается с 
рассмотрения идеального варианта, 
часто весьма далекого от реальной 
проблемы. Аналогичным образом по- 
зволит себе действовать автор этих 
строк и начнет издалека. 

Вариант первый 

Задача. На носу лодки установлен 
щит, в который мальчик с кормы лод- 
ки бросает камни. Считая удар кам- 
ня о щит абсолютно неупругим и пре- 
небрегая силой трения лодки о воду 
и камня о воздух, найти перемещение 
центра масс системы. 

Решение. Рассмотрим систе- 
му лодка (со щитом) — мальчик — 
камень. Все силы, действующие на 
тела в этой системе, — это силы взаи- 
модействия между телами системы. 
Никакие внешние силы на систему 
не действуют (ведь силами трения кам- 
ня о воздух и лодки о воду мы пре- 
небрегаем). Но это означает, что им- 
пульс (количество движения) систе- 
мы остается неизменным. И если в 
начальный момент времени (до бро- 
сания камня) центр масс системы был 
неподвижным (лодка находится в 
стоячей воде) или двигался с некото- 
рой скоростью ѵ (лодка плывет по 
течению), то и в любой другой момент 
времени он будет неподвижен или. 
будет двигаться с той же самой ско- 
ростью ѵ. И бросание камня, и удар 
камня о щит никак не скажутся на 


положении центра масс. Иными сло- 
вами, силы взаимодействия между те- 
лами изолированной (замкнутой) си- 
стемы не могут изменить положения 
центра масс системы. 

Вариант второй, в котором 
задача несколько усложняется 

Задача. На носу лодки установлен 
щит, в который мальчик с кормы лод- 
ки бросает камни. Считая, что удар 
камня о щит абсолютно неупругий, а 
абсолютная величина силы трения 
лодки о воду равна Р, и пренебрегая 
силой трения камня о воздух, найти 
перемещение центра масс системы *). 

Решение. Если до бросания 
камня центр масс системы был непод- 
вижен, то скорость лодки ѵ Ло сразу 

после броска и скорость камня о к 
связаны соотношением 

тѵ к 4- Мѵ„ =0 

к I л 0 

(т — масса камня, М — масса лод- 
ки). После броска, как только лодка 

начнет двигаться со скоростью о Л() 
система лодка — мальчик — камень 


*) В жидкостях сила трения зависит от 
скорости движущегося тела. Поэтому гово- 
рить о постоянной силе трения не совсем 
корректно. Однако все качественные рассуж- 
дения и выводы, которые мы получим в этом 

варианте, будут справедливы; под силой Р 
следует понимать среднее (за время I) зна- 
чение силы трения. 


<4 


перестанет быть изолированной. На 
нее начнет действовать внешняя си- 
ла — сила— У 7 трения лодки о воду (знак 

« — » перед Р означает, что направле- 
ние этой силы противоположно на- 
правлению ц л0 ). Сила трения будет 
уменьшать скорость движения лодки, 
и к моменту удара камня о щит (че- 
рез время I после броска) скорость 

лодки станет ѵ лі <С у л0 , так что к 
этому моменту абсолютная величина 
импульса лодки уменьшится: 

М \ѵ л1 | < М |у л0 | - т |у к |. Зна- 
чит, суммарный импульс всей си- 
стемы сразу после удара камня о 
щит будет отдичен от нуля и направ- 
лен в сторону движения камня. Абсо- 
лютную величину скорости и всей 
системы (ее центра масс) после удара 
можно определить из соотношения 
(см. рис. 1) 

(М + т)\и \ = т\ѵ к \ — М\ѵ л1 \, 

или (так как М\ѵ ЯІ \ = М\ѵ л0 \ — 

— \Р\1 = т\ѵ к \— \Р\і) 

{М + т) \и I = \Р\(. 

А зная величины и и Р, нетрудно 
найти и перемещение центра масс 
системы в любой момент времени. 

Итак, наличие силы трения лодки 
о воду приводит к следующим осо- 
бенностям: 



СМ+т) и 


Рис. 1. 


1) скорость лодки после удара 
камня о щит будет направлена в сто- 
рону бросания; 

2) чем больше сила трения; тем 
быстрее убывает скорость «отдачи» 

лодки, тем меньше ѵ яі , тем, следова- 
тельно, больше конечная скорость 
всей системы. 

Таким образом, бросая камни с 
кормы на нос лодки, можно передви- 
гаться без использования весел. После 
того как все камни с кормы будут 
переброшены на нос, необходимо 
очень медленно перетащить их назад. 
Затем все можно повторить сначала. 

Если в лодке нет камней, а весла 
потеряны, то все равно положение 
не безвыходное. Роль камня может 
играть сам человек. Нужно быстро 
прыгать с кормы на нос и медленно 
возвращаться назад. 

Если путешественник изобретате- 
лен, то совершение диких прыжков с 
кормы на лодку он поручит механиз- 
му. Достаточно установить на лодке 
эксцентрик, который в разные сторо- 
ны движется с неодинаковыми ско- 
ростями. 

Описанный выше способ передви- 
жения не является оригинальным. 
Уже многд лет в журналах появля- 
ются заметки о подобных самодвижу- 
щихся тележках. А в последние годы 
созданы и большие модели таких эки- 
пажей. 


Вариант третий, в котором 
все учитывается 

Учтем теперь и силу Р трения лодки 

о воду, и силу трения камня о 
воздух. 

• После того как мы разобрались со 
вторым вариантом, мы можем сразу 
записать, чему будет равен суммар- 
ный импульс системы сразу после уда- 
ра камня о щит: 

(М + т)и = Рі + &1. 

Здесь по-прежнему и — ско- 
рость центра масс системы, I — Бремя 
полета камня до удара о щит. Заме- 
нив векторные величины их проекция- 
ми на направление движения лодки 
и приняв направление полета камня 
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Рис. 2 . 

за положительное, получим (рис. 2) 
(М + т)и {Р — 5*") (. 

Итак, в зависимости от того, како- 
вы силы Р и лодка может после уда- 
ра камня о щит остаться неподвижной, 
а может и приобрести скорость, на- 
правленную либо в сторону бросания 

камня ( ІЕ | > І5Ч), либо в противо- 
положную сторону ( \& | > | Р I). 

Автор решительно выступает 
в защитѵ ^аоона Мюнхаузена 

Помните ли вы замечательную исто- 
рию, рассказанную бароном Мюн- 
хаузеном? Находясь в крайне тяже- 
лом положении (увязая в болоте), 
барон спас свою жизнь, вытянув са- 
мого себя за волосы. Как и все, о чем 
рассказывал этот замечательный фан- 
тазер, эта история представлялась 
слушателям чистой выдумкой. Но 
вам, читатель, после того, как вы разо- 
брали три варианта задачи о лодке 


и камне, не кажется ли, что в данном 
случае Мюнхаузен рассказывал чис- 
тую правду? 

Давайте установим аналогию меж- 
ду задачей о лодке и задачей, кото- 
рую успешно решил барон Мюн- 
хаузен. 

Заменим лодку (без камня) туло- 
вищем человека, а роль бросаемого 
камня отведем рукам человека. Если 
быстро выбросить руки вверх и не- 
много медленнее вернуть их в исход- 
ное положение, то, по аналогии с уже 
рассмотренными вариантами, в ре- 
зультате действия, силы трения о воз- 
дух (или о другую среду, в которой 
находится человек) тело человека мо- 
жет приобрести некоторую скорость, 
направленную вверх. Роль щита в 
лодке в этом случае выполняют плечи 
человека. Если экспериментатор дер- 
жит себя за волосы (что, кстати, де- 
лать не обязательно), роль щита вы- 
полняет его неразумная голова. Что- 
бы не учитывать реакцию твердой 
опоры, рассмотрим человека, под- 
прыгнувшего на некоторую высоту и 
энергично дергающего себя за шеве- 
люру. Если действия его действитель- 
но энергичны и удовлетворяют алго- 
ритму, описанному выше, то ско- 
рость движения вверх может превы- 
сить скорость падения вниз (коррект- 
нее говорить о соответствующих си- 
лах), и человек сможет не только па- 
рить в воздухе, но и подниматься 
вверх. 

Возражения читателей, у которых 
эксперимент пройдет неудачно, автор 
рассматривать не бу г дет. Учтите, что 
только изящная постановка экспери- 
мента может привести к его согласию 
с теорией. 


Задачи 

наших 

читателей 

1. На сторонах треуголь- 
ника АВС внешним образом 
построены равносторонние 
треугольники. Пусть О, Е, 
Р • — центры тяжести этих 
треугольников. Доказать, 


что Зпер^^аос- 

А.. Ермилов 
(г. Коломна) 

2. Три точки на плоско- 
сти являются концами диа- 
метров трех окружностей, 
причем одна из окружностей 
проходит через все три точки. 

Доказать, что площадь 
большего круга равна сум- 
ме площадей двух меньших. 

М. Васнецов 
(г. Москва) 


3. На плоскости даны 
треугольники АВС и МЫК, 
причем прямая МЫ проходит 
через середины сторон А В 
и АС, а в пересечении этих 
треугольников образуется ше- 
стиугольник площади 5 с по- 
парно параллельными про- 
тивоположными сторонами. 
Доказать, что 

35< 5д В с+ 5млгк- 

Я ■ Темралиев 
(с. Новый Рычан 
Астраханской обл.) 
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Г. Новинский, 

В. Хомазюк 

Закон Архимеда 
и... решение 
уравнений 

В прошлом году в девятом номере нашего 
журнала было рассказано, как решать куби- 
ческие уравнения с помощью формулы Кар- 
дано и графическим способом. Теперь мы хо- 
тим познакомить вас еще с одним способом 
решения уравнений третьей степени — с по- 
мощью... некоторых законов физики. 

Перелистывая страницы старого, но 
очень интересного журнала «Вестник 
опытной физики и элементарной мате- 
матики» (1903 г., № 348), мы обнару- 
жили описание давно забытой весьма 
остроумной машины Меслина для ре- 
шения алгебраических уравнений. Ме- 
слин предложил находить корни урав- 
нения 

а п У п + а п ~хУ п ~ 1 + ••• + а г у + 

+ «о = 0, (1) 

определяя глубину погружения в- во- 
ду специально изготовленных гру- 
зов, подвешенных к коромыслу весов 
(см. рисунок). 

Что же собой представляют эти 
грузы? Оказывается, грузы должны 
быть такой формы, чтобы объем вы- 
тесняемой ими воды был численно ра- 
вен глубине погружения, возведенной 
в соответствующую степень (1,2, 
3, .... п). Другими словами, каждому 
члену в уравнении (1) должен соот- 
ветствовать определенный груз. 

Удобнее всего в качестве грузов 
использовать тела вращения*). Для 
члена а х у соответствующим телом вра- 
щения будет цилиндр с площадью 


*) См., например, главу IV «Геомет- 
рии 10». 


основания, равной единице. Объем 
воды, вытесняемой таким цилиндром, 
будет численно равен глубине по- 
гружения (у). Для члена а^у г надо 
изготовить тело, называемое парабо- 
лоидом вращения. Оно образуется при 
вращении параболы (точнее, дуги 
параболы) вокруг своей оси. Если 
парабола описывается уравнением 

у = -угХ 2 , то объем параболоида вра- 


щения V = (пх і )у = у і . 


При погружении этого тела на глуби- 
ну у объем вытесняемой воды будет 
равен у 2 — квадрату глубины погруже- 
ния. Члену а 3 у 3 соответствует конус, 
образующая которого описывается 


уравнением 


У = 


у -Д_ х. Такой конус 


вытесняет объем воды, равный у 3 — 
кубу глубины погружения (проверьте 
это!). 

Можно показать, что и в общем 
случае, если для члена а к у к изго- 
товить соответствующее тело, вра- 
щая кривую (точнее, дугу кривой) 

у = у вокруг оси ординат, то 


объем вытесненной этим телом воды 
будет численно равен у к . 

Как же все-таки работает машина 
Меслина? Рассмотрим конкретный 
пример — экспериментально найдем 
корни кубического уравнения 

у 3 — 16*/ 2 + 83 у — 140 = 0. (2) 

Для работы понадобятся рычажные 
весы, три сообщающихся сосуда с во- 
дой (или один большой прозрачный со- 
суд) и три груза — цилиндр, парабо- 
лоид вращения и конус. Коромысло 
весов лучше не прикреплять к стойке 
(как показано на рисунке), а, подоб- 
но аптекарским весам, подвесить на 
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нити. На правом и левом плечах коро- 
мысла длиной 20 см сделаем отметки в 
миллиметрах. Грузы можно изгото- 
вить, например, из алюминия. Высо- 
та всех грузов пусть будет одинакова 
и равна 10 см. Площадь основания ци- 
линдра возьмем равной 1 см 2 , тогда 
его объем будет равен 10 см 3 , 
а масса — 27 г. Однако разумно мас- 
су цилиндра уменьшить до 10 г 
(т. е. сделать ее численно равной объ- 
ему): необходимые расчеты сущест- 
венно упростятся. Для этого можно 
изнутри, вдоль оси цилиндра, вы- 
сверлить соответствующее отверстие 
(но не до дна!). Аналогично изгото- 
вим и другие тела вращения. Парабо- 
лоид вращения будет иметь объ- 
ем 100 см 3 и массу 100 г (и в этом слу- 
чае часть металла изнутри придется 
удалить). А вот конус лучше сделать 
в 100 раз меньшим по объему и массе, 
чем предлагалось Меслиным. Иначе 
при высоте конуса 10 см диаметр его 
в верхней части будет порядка 20 см! 
Таким образом, образующая нашего 
конуса описывается уравнением 

у= 10|/ Д_;с, объем конуса (при вы- 
соте 10 см) равен 10 см 3 , а масса (с уче- 
том внутреннего отверстия) — 10 г. 
При этом диаметр верхней части ко- 
нуса « 2 см, так что никаких «тех- 
нических» затруднений не возникает. 

Теперь приступим непссредстЕен- 
но к эксперименту. Для удобства пе- 
репишем уравнение (2) иначе, перене- 
ся члены с отрицательными коэффи- 
циентами вправо: 


У 3 + 83 у = 16*, 2 + 140. (3) 

Развесим грузы на коромысле весов 
и приведем весы в равновесие. Конус, 
соответствующий члену у 3 , подвесим 
к левому плечу коромысла. Посколь- 
ку коэффициент при у 3 в уравнении (3) 
равен 1, было бы разумно прикрепить 
конус на расстоянии 1 мм (будем из- 
мерять расстояния в мм) от оси вра- 
щения коромысла. Но масса конуса 
у нас в 100 раз меньше, чем она долж- 
на быть. Чтобы скомпенсировать это, 
подвесим конус на отметке 100 мм. 
Цилиндр, соответствующий члену 83у, 
подвесим тоже к левому плечу коро- 
мысла на расстоянии 83 мм от его 
середины. На правое плечо коромысла 
подвесим параболоид вращения на 


отметке 16 мм. Ясно, что весы не бу- 
дут в равновесии: сумма моментов 
сил, вращающих коромысло против 
часовой стрелки, не равна сумме мо- 
ментов сил, вызывающих вращение по 
часовой стрелке. Однако равновесия 
можно легко добиться, причем самы- 
ми разными способами. Например, 
прикрепим к делению 100 мм на пра- 
вом плече коромысла необходимый 
добавочный грузик. Из условия ра- 
венства моментов сил тяжести легко 
найти массу этого грузика — она рав- 
на 2,3 г. 

Затем начнем постепенно запол- 
нять водой сообщающиеся сосуды. 
Как только вода дойдет до подвешен- 
ных грузов (заметим, что их нижние 
вершины должны находиться на од- 
ном уровне), равновесие нарушится. 
Это и понятно: при погружении на 
одну и ту же глубину разные тела вы- 
тесняют разные объемы воды, т. е. 
возникают разные выталкивающие си- 
лы. А дополнительный грузик и вов- 
се не погружается в воду. 

Можно ли восстановить нарушен- 
ное равновесие? Да, если суммарные 
моменты выталкивающих сил, дейст- 
вующих на коромысло весов слева и 
справа, станут одинаковыми. Пусть 
глубина погружения тел равна у. 
Тогда момент выталкивающей силы, 
действующей на конус, пропорциона- 
лен у 3 , на цилиндр — 83 у, а на па- 
раболоид вращения — 16 у 2 (коэффи- 
циентом пропорциональности являет- 
ся ускорение свободного падения). 
Но все эти величины входят в урав- 
нение (3)! Только свободный член ока- 
зался «не при деле». Включим и его 
в работу. Чтобы представить выталки- 
вающий момент, соответствующий сво- 
бодному члену нашего кубического 
уравнения, создадим на левом плече 
коромысла момент, пропорциональ- 
ный величине этого свободного члена 
(140). Для этого можно, например, 
еще один дополнительный грузик мас- 
сой 1,4 г подвесить на отметке 100 мм 
левого плеча коромысла. 

Таким образом, уравнение момен- 
тов выталкивающих сил будет выгля- 
деть так: 

у 3 + 83 у = 16 у 2 + 140. 

Измеряя глубину погружения у со- 
ответствующего положения равнове- 
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сия, найдем корни нашего исходного 
уравнения. В первый раз равновесие 
восстанавливается при глубине по- 
гружения 4 см, во второй раз — при 
глубине 5 см и в третий раз — 7 см. 
Обратите внимание, что каждый раз 
при переходе положения равновесия 
наклон коромысла изменяется на про- 
тивоположный. До глубины 4 см 
коромысло наклонено влево, от 4 до 
5 см — вправо и т. д. 

В принципе таким методом можно 
находить и отрицательные корни. Для 


этого надо в исходном уравнении сде- 
лать замену переменной: у = — х и 
искать х для соответствующего 
уравнения. 

Хотя точность определения корней 
описанным методом невелика, сам 
метод, по нашему мнению, представ- 
ляет определенный интерес. Пожа- 
луй, самое трудное в этом экспери- 
менте — изготовить параболоид 
вращения. Однако эту трудность лег- 
ко избежать, но об этом ... в следую- 
щей статье. 


В. Смышляев 

Сообщающиеся 

сосуды 

и ... уравнения 

Кубическое уравнение вида 

У 3 + ау 2 + Ьу + с = О 
простым преобразованием можно при- 
вести к уравнению без квадратного 
члена, т. е. к уравнению 

х 3 + рх -+- у = 0. 

Для этого достаточно положить 



Рассмотрим частный случай по- 
следнего уравнения, когда р ^ 0, 
а < 0. Сделаем еще одну замену: 
пусть х — у-^ р. Получим уравнение 
вида 

у 3 + у = а, (*) 


где а= — % (а>0). Найдем положи- 
Р V Р 

тельный корень этого уравнения. 

Возьмем два сосуда одной и той 
же высоты к (см. рисунок): один — 
цилиндрический с площадью основа- 
ния 1 см 2 , другой — конический с 

объемом к 3 Д_| .. Соединим 


их тонкой трубкой с краном. Нальем в 
один из сосудов а см 3 воды и откроем 
кран. Вода будет перетекать во второй 
сосуд до тех пор, пока уровни воды в 
обоих сосудах не станут одинаковы- 
ми. Обозначим через у 0 высоту уров- 
ня воды. При этом объем воды в ци- 
линдрическом сосуде будет численно 
равен у 0 , в коническом сосуде — 
Уо, а суммарный объем воды равен а. 
Следовательно, 

Уо + У 0 = а 


(объемом воды в соединительной труб- 
ке мы пренебрегаем). 

Значит, у 0 — один из корней урав- 
нения (*). 


2 ' 
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задачнин 

ІШШШШ 


Задачи 

М441 — М445; Ф453 — Ф457 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента ос- 
нования журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи не стан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящих за рамки нынешней 
школьной программы. На- 
иболее трудные задачи от- 
мечены звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложил нам эту задачу. Ра- 
зумеется, не все эти задачи 
публикуются впервые. 
Решения задач из этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 июля 1977 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала «Квант», 
«Задачник «Кванта». После 
адреса на конверте напишите 
номера задач, решения ко- 
торых вы посылаете, напри- 
мер: «М441, М442» или 

«... Ф453». Решения задач 
по каждому из предметов 
(математике и физике), а 
также новые задачи просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачи из разных 
номеров журнала присылай- 
те также в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получите результаты про- 
верки решений). Условия ори- 
гинальных задач, предлагае- 
мых для публикации, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решениями 
этих задач (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Кван- 
та» , новая задача по фи- 
зике» или «... новая задача 
по математике» ). В начале 
каждого письма просим ука- 
зывать ваши имя, фамилию, 
номер школы и класс, в ко- 
тором вы учитесь. 


М441. Внутри выпуклого 2п-угольника взята про- 
извольная точка Р. Через каждую вершину и точ- 
ку Р проведена прямая. Докажите, что найдется 
сторона многоугольника, с которой ни одна из 
проведенных прямых не имеет общих точек (кро- 
ме, быть может, концов стороны). 

Г. Г уревич. 

М442. Дано простое число р> 2. Для каждого к 
от 1 до р — 1 обозначим через а к остаток от деления 
числа кР на р ъ . Докажите, что 

а і а 2 4" а з + • • • 4~ а р- 1 = ( Р 3 — Р 2 )/2. 

С. Охитин 

М443, Имеется таблица пХп клеток, в каждой клет- 
ке которой вначале стоит число 0. Разрешается 
произвольно выбрать п чисел, стоящих в разных 
строках и разных столбцах, и увеличить каждое 
из них на 1. 

а) Можно ли за несколько шагов получить 
таблицы, изображенные на рисунках 1 и 2? 

б) Можно ли получить таблицу с попарно раз- 
личными числами? 

в) * Какие вообще таблицы можно получить 
через Т шагов? 

Ф. Шлейфер 

М444. а) На рисунке 3 четыре прямые разбивают 
плоскость на одиннадцать областей: четырех- 
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Рис. 3. 



Рис. 6. 


угольник (1), два треугольника (2 и 3), три угла 
( 4 , 5 и 6 ), четыре «бесконечных треугольника» - 
области, ограниченные каждая отрезком и двумя 
лучами (7, 8, 9 и 10), и «бесконечный четырех- 
угольник» — область, ограниченную двумя от- 
резками и двумя лучами (11). 

Будет ли сказанное верно для любых четырех 
прямых на плоскости, среди которых нет парал- 
лельных и нет троек прямых, проходящих через 
одну точку? 

б) Три больших круга, не проходящих через 
одну точку, разбивают сферу на восемь треуголь- 
ников. На какие области разбивают сферу четыре 
больших круга, никакие три из которых не про- 
ходят через одну точку? (Большим кругом на сфе 
ре называют окружность, являющуюся пересече- 
нием сферы с плоскостью, проходящей через центр 
сферы; рис. 4.) 

в) На какие области могут разбить сфер) пять 
больших кругов, никакие три из которых не про- 
ходят через одну точку? 

A. Колмогоров 

М445. Центры одинаковых непересекающихся ок- 
ружностей находятся в центрах правильных шести- 
угольников, покрывающих плоскость так, как 
указано на рисунке 5. Пусть М — многоуголь- 
ник с вершинами в центрах окружностей. Ок- 
расим в красный цвет те окружности или их час- 
ти (дуги), которые лежат внутри АН Покажите 
что сумма градусных Ееличин красных дуг равна 
С ■ 180°, где С=С (М) — целое число, и дайте этому 
числу геометрическую интерпретацию. 

А. Сосинский 

Ф453. Система грузов, показанная на рисунке 6, 
стоит на гладком горизонтальном столе. Массы 
кубиков т х , т 2 и М. Кубик массы т г удерживают 
на высоте / над столом. Если систему предоставить 
самой себе, то она придет в движение, причем верх- 
ний кубик будет скользить по нижнему. Коэф- 
фициент трения между кубиками равен к. На 
какое расстояние переместится нижний ку- 
бик к тому моменту, когда кубик массы т 2 коснет- 
ся стола? 

Ф454. Если на первичную обмотку ненагружен- 
ного трансформатора подать напряжение и 0 = 
=220 в, то напряжение на вторичной обмотке бу- 
дет 1^=127 в. Какое напряжение будет при « 0 = 
=220 в на нагрузке /? = 1 0 ом, подключенной ко 
вторичной обмотке этого трансформатора? 
Активное сопротивление первичной обмотки тран- 
сформатора Гі = 2 ом, а вторичной — г 2 = 1 ом. 
Внутреннее сопротивление генератора тока при- 
нять равным нулю. 

B. Скороваров 
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Рис 7. 


М396. Треугольник, все сто- 
роны которого больше 1 см, 
низееем «большим». Дин при- 
вольный треугольник А ВС 
со стороной 5 см. Докажите, 
что: а) из треугольника А ВС 
можно вырезать I ООО «боль- 
ших» треугольников \ б) треу- 
гольник АВС можно раз- 
резать на 1000 « больших » 
треугольников: в) треуголь- 
ник АВС можно триангу- 
лировать ни 1000 « больших » 
треугольников, то есть раз- 
бить его так, чтобы лю- 
бые два треугольника либо 
не имели общих точек, либо 
имели только общую вер- 
шину, либо имели общую сто- 
рону : г) сделайте пункты 
б) и в) для правильного треу- 
гольника со стороной 3 см. 


Ф455. Потерн мощности в линии электропередачи 
составляют 5 “о от мощности, получаемой потре- 
бителем. Как нужно изменить напряжение на вхо- 
де линии и сопротивление потребителя для того, 
чтобы при той же мощности, получаемой потре- 
бителем, потери в линии снизить до 1 "о? 

И. Слободецкий 

Ф456. Какую минимальную скорость нужно со- 
общить на Земле космическому кораблю для того, 
чтобы он попал на Солнце? Каким будет время 
полета корабля к Солнцу? 

Ф457. Два плоских воздушных конденсатора с 
одинаковыми обкладками заряжены до одинаковых 
зарядов. Расстояние между обкладками у первого 
конденсатора вдвое больше, чем у второго. Как 
изменится энергия электрического поля системы, 
если второй конденсатор вставить между обклад- 
ками первого так, как показано на рисунке 7, и 
и б? 

С. Козел 


Решения задач 

М396, М397, М400 — М402 *); Ф407— Ф412 


Мы решим пункты б) и в) задачи для треугольника со сторо- 
ной 3 елг; это же решение годится и для треугольника со сторо- 
ной 5 см. Пункт а) немедленно следует из б). 

Итак, пусть АВС — правильный треугольник со стороной 
3 см (рис. 1). Пусть К и 0 — точки, делящие сторону АС на 
три равные части, Р — середина стороны ВС. Восставим из 
точек К и 7. перпендикуляры КМ и СМ к стороне АС\ пусть 
/V, = \АР] П (КА/), М, = |СЛ/,1 Л Ц.М). 1Ѵ г - ММ,)П 
П | КМ), М 2 = I СЛ 1 ' 2 1 П | ІЛ1), и т. д. Мы получаем разбие- 
ние треугольника на треугольники АВР, СРК',, ДМ, Л),, 
СМ ,М 2 , АЫ 2 М 2 и т. д. Все эти треугольники — «большие»: 
стороны каждого из них больше 1 см (| ВР | =• | СР | = 1,5 см, 
а остальные стороны больше 1 см, поскольку их проекции на 
АС не меньше 1 см). Из решения ясно, что вместо числа 1000 
можно было бы написать любое другое сколь угодно большое 
число. 


*) Решение задачи М398 будет помещено в следующем 
номере журнала; задача М399 решена в статье А. Савина 
«От школьной задачи — к проблеме» (см. «Квант», 1970. 
№ 12 ). 


В 



Рис. 1. 


В 
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Построение триангуляции треугольника АВС на «большие» 
треугольники (пункт в) задачи) основано на той же идее. 

Пусть точки К, I и Р — такие же, как и раньше, КИ и 
Ц\Л — перпендикуляры к АС, точка N 1 = \АР) П \КП). 

Возьмем на отрезке точку М 2 и соединим ее с точка- 
ми А, Р и С (рис. 2). Обозначим через А4, точку пересечения 
I ВЩ с [ СГ / V 2 1 : М і= [ СуѴ 2 ] П (7.Л4). На отрезке ИМ , 
возьмем точку М 2 и соединим ее с точками А, N 2 и С. Через 
М л обозначим точку пересечения | ЛГуѴ) с | АМ 2 ]\ на отрезке 
КМ Я возьмем точку М А , соединим ее с точками А, М„ и 
С и т. д. 

Продолжая этот процесс, мы получим (по той же причи- 
не, что и выше) искомую триангуляцию треугольника АВС 
на «большие» треугольники АВР, АРП 2 , СЫ 2 Р, ЛУѴ 2 ЛІ 2 - 
С/Ѵ 2 М 2 , ... (число треугольников может быть сделано каким 
угодно). 

С. Фомин 


М397. На плоскости даны 
три окружности одинако- 
вого радиуса, а) Докажите, 
что если они пересекаются в 
одной точке, как показано 
на рисунке 3, то сумма 
отмеченных дуг А К, С К, 
ЕК равна 180 е . б) Докажите, 
что если они расположены 
так, как показано на рисун- 
ке 4, то сумма отмеченных 
дуг АВ. СО, ЕР равна 180’. 



♦ 

Мы решим задачу б); решение задачи а) точно такое же. 

Прежде всего заметим, что дуги А ВО и АРО конгруэнтны 
(рис. 4). Точно так же конгруэнтны дуги СВР и СОР и дуги 
ЕйВ и ЕР В. Из этого легко вывести, что сумма отмеченных 
дуг АВ, СО и ЕР равца сумме дуг ОЕ, ВС и Ар (на рисунке 4 
они синего цвета). В самом деле, 

'а'в + СО + 'ер — (А ВО — ВО) + (СОР — бр) + 

+ (ЕР В — ВР) = (АРО — 6р) + (СВР — ВР)+ (ЕОВ — 

— ВО) = Хр + ВС + ОЕ. 

Рассмотрим углы треугольника ЛЕС. Имеем 

САН = С/Го + ОЛЕ — (СО -|- ОЕ)', 

аналогично 


АСЕ = -^- (АР + ЕР), 

/ч 1 

ЛЕС = -ту- (ВС + АВ). 

Сумма углов треугольника равна 180°, то есть 


180° = САЕ + АСЕ + ЛЕС 



= -^-(сЪ+ПЕ + АР + ЕР + ВС + АВ) = 

= -у- А-'сЬ +ЕР) + (Ар + ВС+ОЕ) \ = 

= у - -2(АВ+ СО + ЕР), 

откуда . , , , 

АВ + СО 4 - ЕР — 180°, 

что и требовалось. 

ф А. Толпыго 


М400. Последовательность 
натуральных чисел а,, о,, 
.... а/; назовем универсаль- 
ной для заданного N. если 
из нее можно получить вы- 
черкиванием части членов 
любую последовательность 
из N чисел, в которую каж- 


а) Выписав подряд N групп вида 1, 2 N. мы получим 

универсальную последовательность длины М 2 . 

б) Вот пример N - универсальной последовательности 
длины УѴ 2 — N + 1. Выпишем подряд N — 1 группу чисел 
1, 2, .... N и в конце припишем число 1. Докажем, что эта 
последовательность действительно является Л'-универсаль- 
ной. 


И 


дог из чисел 1,2,.. , А и хо- 
дит по одному разу, 
а) Приведите пример уни 
нереальной последовательно- 
сти из А- членов, 
о) Приведите пример уни- 
версальной последовательно 
сти из А 2 — А-М членов. 

в) Покажите, что любая 
универсальная последователь- 
ность состоит не менее чем 

А(А + 1) 

из — — 2 членов. 

г) Докажите, что при А-- 4 
самая короткий универсаль- 
ная последовательность сос- 
тоит из 12 членов. 

д) Попробуйте найти для 
данного N как можно более 
короткую универсальную по- 
следовательность . 


Пусть у = [Ь и Ь 2 , ..., Ьм) — произвольная перестановки 
чисел 1,2. , А. Если эта перестановка вида <7 = (А, Л'- — -1 . 

.... 1 ), то вычеркнем в нашей последовательности в первой 
группе все числа, кроме А, во второй — все числа, кроме 
V — 1 , и т. д. Если же <7 не такого вида, то для некоторого к 
будем иметь: Ьу < Ьі і + 1 . В этом случае, если і < к, то вы 
черкнем в і-й группе нашей последовательности все числа 
кроме числа й; ; в к - й группе вычеркнем все числа, кроме двух 
Ьк и 6 /і + і. а если / > к, то вычеркнем в /- й группе все числа, 
кроме числа 67 +,. И, наконец, вычеркнем самое последнее 
число 1 , — получим перестановку < 7 = (Ь , , 6 2 йдг)- 

Для решения пункта д) нам понадобится некоторое обоб 
щение этой конструкции*). А именно: пусть 1^/г ^ А. Выпи- 
шем подряд к — 1 группу чисел 1,2, . .., А, а за ними укоро- 
ченную к - ю группу вида 1, 2, .... Л' — к -\- I (например, 
при N — 5, к = 3 получим 1234512345123): получим по- 
следовательность длины Д)Ѵ — к + 1. Совершенно аналогии 
но доказывается, что из этой последовательности вычеркива 
нием части членов можно получить любую последователь 
ность длины к, в которой встречаются числа 1, 2, ..., Л 
— каждое не более одного раза. Такое свойство мы будем 
называть (А, й)-универсальностью. 

Построим теперь А-универсальную последовательность 
длины А 2 — 2,Ѵ + 4 (это является улучшением предыдущей 
оценки, начиная с N — 4). Выпишем подряд N — 2 группы 
чисел вида 1, 2, .... N — 1. За ними напишем укороченную 
(А — 1 )-ю группу, состоящую всего из двух чисел: 1 и 2 . За- 
тем вставим в эту последовательность N экземпляров числи 
N по следующему правилу: первый экземпляр напишем в са- 
мом начале, второй — в первой группе, после первого вхож- 
дения числа А — 1, третий экземпляр — во второй группе, 
после второго вхождения в нашу последовательность числа 
N — 2 и т. д. Последний, А-й экземпляр числа N вставим в 
последнюю укороченную группу после последнего вхожде- 
ния числа 1 (например, при N = 5 получим последователь- 
ность 5123451235412534152). Получим последовательность 
длины (А — 1)(А — 2) + 2 + N = А 2 — 2А + 4; обозначим 
ее через Р. Докажем, что последовательность Р является 
А-универсальной. В самом деле, пусть <7 — произвольная пе- 
рестановка чисел 1, 2, ..., А, и пусть число /V встречается 
в последовательности <7 на к - м месте. Число УѴ разбивает по- 
следовательность <7 на две части: левую — длины к — 1 и 
правую — длины N — к. Нам нужно из Р вычеркнуть часть 
членов так, чтобы получилась последовательность 17 . Вычерк- 
нем сначала все экземпляры числа А, кроме к- го. Слева от 
невычеркнутого N останется, очевидно, (А — 1 , к — 1)- 
универсальная последовательность, из которой вычеркива- 
нием можно получить любую последовательность длины 
(к — 1), в которой встречаются лишь числа 1,2,..., N — 1 — 
каждое не более одного раза. В частности, из нее можно полу- 
чить стоящую слева от N часть последовательности < 7 . Справа 
же от невычеркнутого в последовательности Р числа УѴ ос- 
танется последовательность такого вида: группа -из (к — 2 )-х 
чисел (/V — к + 2), .... УѴ — 1 , (к ^ 2; случай к = 1 разби- 
рается аналогично), затем (А — к — 1 ) групп чисел 1 , 2 , ... 
...,УѴ — 1 и, наконец, укороченная группа 1, 2. После перену- 
мерации эта последовательность превращается в (А — 1, 
А — й)-универсальную последовательность, из которой вы- 
черкиванием можно получить часть последовательности < 7 , 
стоящую от А справа. Значит, построенная последователь- 
ность Р (длины А 2 ■ — 2А + 4) действительно А-универсальна. 

Перейдем теперь к оценкам снизу. Мы решим одновремен- 
но пункты в) и г), доказав более сильное ‘утвержде- 
ние: при А ^ 2 длина любой N -универсальной последователь- 
А* + ЗА — 4 А(А+1) 

ности не меньше ц = ^ А — 2. 


*) Изящное решение задачи д) прислали читатели А. Ка- 
сянчук из Николаева и А. Мошонкин из Ленинграда. 
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Прежде всего заметим, что если число N впервые встреча 
ется в ^-универсальной последовательности Р на к- м месте, 
то часть Р, расположенная справа от этого Ы, образует 
((V — 1)универсальную последовательность, так как для полу- 
чения любой перестановки чисел 1, 2, .... N, начинающейся с 
числа А, нужно вычеркнуть из Р все числа с номерами до 
к — 1-го включительно. 

Будем доказывать утверждение по индукции. При N = 2 
оно легко проверяется. Пусть оно верно при N = М, и пусть 
Р = (а,, ..., аі) — произвольная (М + 1)-универсальная по- 
следовательность. Если какое-то число встречается в Р толь- 
ко один раз, то, изменив в случае необходимости обозначения, 
можно считать, что это число есть М + 1, и тем самым спра- 
ва и слева от него стоят М-универсальные последовательно- 
сти; длина каждой из них по индукционному предположению 
М 2 +ЗМ— 4 

не меньше (М^З). Тогда ( длина Р) ^ 1 + 

/АГ+ЗМ — 4 \ (М+ 1) 2 +3(М+ 1) — 4 

+ 2 ( 2 р 2 • что 

дает доказательство шага индукции. Итак, можно считать, 
что каждое число в Р встречается не менее двух раз. Пусті 
к — наименьший номер такой, что среди чисел а г , а 2 , .... ау 
встречаются все числа 1,2,..., М + 1. Изменив, если по- 
требуется, обозначения, можно считать, что = М + 1. 
Тогда очевидно, что к есть номер первого вхождения числа 
М + 1 в последовательность Р. Слева от него стоят все 
числа от 1 до М — всего не менее М штук. Кроме того, в Р 
найдутся по крайней мере два числа М + 1, а если все их 
выбросить, то справа от ау останется М-униве реальная по- 
следовательность, длина которой по индукционному предпо- 
ложению не меньше, чем (А) 2 + ЗА1 — 4)/2. Отсюда общая 

АР + ЗА1 —4 

длина Р не меньше л + М -{- 2 = 


(Л4+ 1)*+3(М + 1)-4 „ 

= 2 • Утверждение доказано. При- 

меняя его в случае N = 4, получим доказательство пункта 
г) (универсальную последовательность из 12 членов по- 
строить теперь легко; например, 123412314213). 

Д. Бернштейн 


М401. Внутри остроуголь- 
ного треугольника АВС дана 

Хч 


точка Р такая, что АРВ = 

хч хч 


= АВС + 

60°, 

ВРС = 

хч 


Хч 

= ВАС + 

60", 

СРА = 

хч 



= СВА + 60°. 

Докажите, что 

точки пересечения 

продол- 


жений отрезков АР, ВР, СР 
(за точкСр Р) с окружностью, 
описанной вокруг А АВС, ле- 
жат в вершинах равносто- 
роннего треугольника. 


М402. Докажите, что не 
существует строго возра- 
стающей последовательности 
целых неотрицательных чи- 
сел а 1 , а 2 , а 3 , . . ., для кото- 
рых при любых пит вы- 
полняется соотношение 
Опт — а п а т- 


♦ 


Обозначим точки пересечения продолжений отрезков АР 
ВР я СР с окружностью, описанной вокруг треугольника 
АВС, через А', В' и С соответственно (см. рис. 5). Величина 
угла с вершиной внутри круга равна полусумме угло- 
вых величин двух дуг, из которых одна заключена между 
сторонами этого угла, а другая — между продолжениями 
сторон; а величина вписанного угла равна половине угловой 

величины дуги, на которую он опирается. Поэтому АРС = 

1 — - - - хч хч 

= 2 (АВ'С + А’ ВС') — АВС + А'В’С; но по условию 
АРС = АВС + 60°, откуда Л'бѴ = 60°. 

Хч хч 

Аналогично доказывается, что и А'СВ' = С А'В'= 60°. 

А. Ягубьянц 

♦ 


Первое решение. Заметим, что а 2 , = а, + а, = 2а,, 
а 2 ,= а 2 ,. 2 = 2 а,+ а,= За,, и вообще а „= «а, для любого 
п. Возьмем часть последовательности а 1 , а,, а 3 , .... а п . Если 

последовательность строго возрастает, то, поскольку числа 
целые и неотрицательные, а^ п ^ 2". С другой стороны, а 2 п~ 

= па 2 . Значит, если хакая последовательность а у а п , .. 



существует, то для любого я должно выполняться неравен- 
ство 2 я ^ па г . Докажем, что это невозможно; именно, пока- 
2 я 

жем, что отношение — стремится к бесконечности с ростом л. 
2 я 

Обозначим отношение — через Ь п и рассмотрим отношение 


Ъп +і : Ьп- 


Ьп+* -2 я ~ я _ 

Ь п я + 1 ‘ я *'п + 1 



если я ^ 2. Из этого следует, что 

2 я /4 у>-2 / 4 \я — 2 

я п = ^ ^ 2 І “З - 1 >І“з~І • Очевидно, что 

/ 4 У* 2 2 я 

мт -о - = оо, следовательно, пт — = оо. 

Л-*оо\ ^ / л-*- оо П 

Значит, строго возрастающей последовательности а 4 , ... 
..., а л , ..., о которой говорится в условии, быть не может. 

Второе решение. Предположим, что такая по- 
следовательность существует. Пусть я — натуральное число, 
большее, чем а 2 . Тогда а 2П = а л + а 2 < а л + я; значит, 
натуральные числа а п+1 , а п+2 , ..., а 2п лежат в промежутке 
[а л + 1,а л +я — 1] и различны, чего не может быть, так 
как в этом промежутке всего л — 1 целое число. 

С. Фомин 



♦ 


Ф407. Машинист пасса- 
жирского поезда, двигав- 
шегося со скоростью ѵ 2 = 
= 108 км I час, заметил 

на расстоянии 5„=І80 м 
впереди движущийся в ту же 
сторону со скоростью ѵ 2 = 
= 32,4 км/час товарный по- 
езд. Машинист сразу вклю- 
чил тормоз, благодаря чему 
пассажирский поезд начал 
двигаться с ускорением а= 
= — 1,2 м/сек 2 . Достаточно 
ли этого ускорения для того, 
чтобы поезда не столкну- 
лись/ 


Нарисуем графики зависимости координат поездов от време- 
ни. За начало отсчета выберем точку, в которой началось 
торможение пассажирского поезда, а за направление оси 
координат примем направление скоростей поездов. В такой 
системе координаты поездов в момент времени і равны 

а/ 2 

х пас = ѵ і I + ~2~ , 

•*тов = ѵ г I 4" 5 <ъ 

где О] = 108 км/час = 30 м/сек, ѵ 2 = 32,4 км/час = 9 м/сек. 

Из графиков (рис. 6) видно, что в моменты времени *' 
и *" координаты поездов равны. Это означает, что в момент 
1=1' произойдет столкновение поездов. Найдем значения 
*' и I" из условия х пас = х тов : 

30* — 0,6< г = 9* + 180, или * 2 — 35* + 300 = 0, 
откуда *'= 15 сек, і" =20 сек. 

Координаты поездов в момент *= *' равны х пас = дг тов = 
- 315 м. 


♦ 


Ф408. Из сопротивлений в 
1 , 2, 3 и 4 ом собрана схема, 
показанная на рисунке 7. 
Какой ток течет через ам- 
перметр А 2 , если ток через 
амперметр А 4 5а? Показа- 
ния вольтметра 10 в. Изме- 
рительные приборы идеаль- 
ные. 


Согласно показаниям вольтметра и амперметра А 2 , сопротивле- 
ние всей изображенной на рисунке 7 цепи К = —р =2 ом. 

Найдем, каковы при этом сопротивления /?,, К 2 , К 3 и # 4 . 
Так как амперметр А 2 идеальный, его сопротивление можно 
считать равным нулю, и точки а и Ь при расчете сопротивле- 
ний можно считать соединенными друг с другом накоротко. 
Положим /?! = 1 ом. Тогда простым перебором убеждаемся 
в том, что /? 2 = 4 ом, а для сопротивлений И 3 и *? 4 возможны 
два варианта: или /? 3 = 2 ом и /? 4 = 3 ом, или Я 3 = 3 ом 
и = 2 ом. 

Рассмотрим точку разветвления цепи, например, точку а. 
Алгебраическая сумма токов, сходящихся в этой точке, равна 
нулю: 

/і — 1 з — /& = 0. (*) 

Следовательно, чтобы определить ток / 5 , текущий через ам- 
перметр А 2 , достаточно знать токи / 4 и / 3 . Найдем их. 
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Ф4 1 0 *) . В электровакуумном 
приборе чистый вольфрамо- 
вый катод находится в боль- 
шой колбе.содержащей остат- 
ки кислорода при давлении 
р=\0~ 7 атм и температуре 
Г=300°К. Считая, что каж- 
дая молекула, попавшая на 
катод, прилипает к нему, 
оценить время образования 
мономолекулярного слоя. Мо- 
лекулы можно считать ша- 
риками диаметром д «=* 
^310-* см. 


*) Решение задачи Ф409 
см. в статье П. Блиоха «В 
фокусе линзы», «Квант», 
1976, № 10. 


Токи / 5 и 1 2 , текущие по сопротивлениям и обрат- 
но пропорциональны значениям этих сопротивлений: 

Л 

1 • 


В то же время 
Отсюда 


/ 4 + / 2 = / = 5 а . 


7, = 4а. 

Аналогично можно записать соответствующие выражения 
для токов / 3 и / 4 : 


и 

П 


=5г и /,+/ 4 =/. 


Если 7?з = 2 ом и Т? 4 = 3 ом, то 


К 


— ~ 2 ~ и /,+ / 4 = 1 = Ьа, 


откуда 

/ а = 3 а. 

Тогда из равенства (*) 

/ 5 = / 4 — І 3 = Іа. 

Если же 7?з = 3 ом и Т? 4 = 2 ом, то 
/ 3 = 2а, и / 6 = 2 а. 

Таким образом, возможны два значения для тока, теку- 
щего через амперметр А г . 

И. Слободецкий 


♦ 

Найдем среднее число молекул г, которые за время I = 1 сек 
оседают на единице площади поверхности катода. Для оценки 
воспользуемся упрощенной моделью газа, согласно которой 
все молекулы в сосуде двигаются по трем взаимно перпенди- 
кулярным направлениям ( в обе стороны по каждому направ- 
лению) со средней квадратичной скоростью ѵ. Пусть среднее 
число молекул в единице объема (концентрация молекул) 
равно п. Из общего числа молекул в сторону катода двигает- 
ся 1/6 часть. Единичная площадка катода за время і соберет 
все молекулы, оказавшиеся в столбике единичного сечения 
и высоты ѵі. Отсюда 


п — 

* = Т V. 

Более точное выражение, учитывающее движение молекул 
по всевозможным направлениям и с разными по абсолютной 

п - п 

величине скоростями, имеет вид г = ѵ. Это различие в 

числовом коэффициенте несущественно, поскольку по условию 
задачи мы должны дать лишь приближенную оценку резуль- 
тата по порядку величины. 

Средняя квадратичная скорость молекул 



где к = 1,38- ІО -23 джіград — постоянная Больцмана, Т = 

= 300°к — абсолютная температура газа, т = -- 

= 5,3- ІО -26 кг — масса молекулы кислорода. Концентра- 
цию молекул можно выразить через давление газа и его тем- 
пературу: 

Р 

п ~ кТ- 


Подстановка числовых значений в выражения для «ил дает 
ѵ 5- ІО 2 м/сек, п «э 2,5- ІО 18 л<- 3 . 
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Іаким образом 


п - 

г — -0- ІО 2 " м~ г -сек~ 1 . 

Число молекул г 0 в мономолекулярном слое, покрываю 
тем площадь в 1 м 2 , можно оценить по формуле 


1 


г »~ а 2 


ІО 19 м' 2 . 


Для осаждения такого количества молекул необходимо 
время 

т — ІО' 2 сек. 


Ф41І. Одним \3 -образным 
ртутным манометром мож- 
но измерять давления до 
1 атм. Какое наибольшее 
давление можно измерить, 
если соединить последователь- 
но два таких манометра ко- 
роткой трубкой ? 



Приведенные выше оценки являются достаточно грубыми. 
Мы не учитывали, например, возможности более плотной 
упаковки молекул или неравномерного образования слоев. 
Для вычисления г была использована упрощенная модель 
газа. Поэтому полученный результат верен только по поряд- 
ку величины. Оценки такого рода в реальных физических 
задачах играют важную роль, поскольку они позволяют 
ориентироваться в масштабах изучаемого явления. 

С. Козел 

♦ 

11-образный ртутный манометр (рис. 8) измеряет избыточное 
давление Др, т. е. показывает, насколько давление р в левом 
колене манометра больше атмосферного давления р 0 . Огра 
ничение на измеряемое давление накладывается длиной тру- 
бок манометра: нельзя измерить избыточное давление больше 
такого, при котором ртуть доходит до края правого колена 
Иначе манометр выйдет из строя. Отсюда ясно, что 

Ар = Р — Ро = Р |§ \И = I атм. 

Пусть атмосферное давление тоже равно 1 атм Тогда 

р\е\н=р 0 . 

При последовательном соединении двух манометров 
(рис. 9) давление в левом колене манометра / будет больше 
давления р в случае одного манометра. В самом деле, давление 
р 2 в левом колене манометра 2 не равно атмосферному, а боль- 
ше его на величину давления столба ртути высотой Л. Таким 
образом, 

Рі= РИ#+ Ра=- Ро + Ра. П) 

и 


Рис. >. 



Рис. 9. 


Ра = Ро + Р І8 |й. (2) 

С другой стороны, р 2 — это давление сжатого воздуха, 
занимающего объем 5 (Я/2 + Л/2) (5 — площадь сечения 
трубок). Первоначально этот воздух занимал объем 5Я/2 
в правом колене манометра / и такой же объем в левом коле- 
не манометра 2. Давление воздуха было равно р 0 . Полагая 
сжатие воздуха изотермическим, запишем такое соотношение: 


откуда 



25 Я/2 

5 (Я/2 + Л/2) - 


Рг = 2р 


Я 

0 Я + Л • 


Умножим числитель и знаменатель в правой части это- 


го равенства на р|#|: 


Рг — 2/? 0 


рі#і# 


•= 2 - 


Ро 


РІ*І#+РІ*|Л Ро+РІй|Л 


( 3 ) 
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Ф412. Учитель, отвернув- 
шись к доске, следит за 
классом по отражениям в 
стеклах очков. При этом он 
видит два отражения уче- 
ника, сидящего от него в 
5 м: одно ни расстоянии 5 м, 
другое — на расстоянии 5 7 м. 
Повернувшись лицом к клас- 
су, он через очки видит изоб- 
ражение того же ученика на 
расстоянии 2,5 м. Опреде- 
лить показатель преломле- 
ния стекли, из которого из- 
готовлены линзы очков. 




Из равенств (2) и (3) получаем 

р'І = 2 Р 5 > или р, 12 /і„. 


Тогда из равенства (1) 

р, = (і г I 2) />„!=« 2, 4 атм , 
е. давление р , может превышать атмосферное давление 
,а величину 


♦ 


Др, = р, — ри і==> 1 ,4 атм . 

И. С.юбодецкий 


Показатель преломления стекла п можно найти из формулы 
для оптической силы линзы 

° = ( п — 1) (я7 + ^г|* о 

если знать оптическую силу П линзы и радиусы У?, и У? 2 
ее сферических поверхностей. 

Рассмотрим, как получаются изображения ученика, 
когда учитель следит за ним, отвернувшись к доске. Одно 
изображение образовано лучами, отраженными от передней 
(ближайшей к глазу) поверхности очковых линз. Другое 
создают лучи, прошедшие линзу, отразившиеся от ее задней 
поверхности и вновь прошедшие линзу. 

По условию задачи расстояние до одного из этих изобра- 
жений равно расстоянию до ученика: /у = <У 5 м. Это ха- 
рактерно, прежде всего, для плоского зеркала (рис. 10). По- 
этому естественно предположить, что передняя повер хность 
очковых линз плоская, и 



Изображение, находящееся на расстоянии / 2 = Ъ І- м, 
создано оптической системой линза — зеркало — линза. Эту 
систему можно заменить одной эквивалентной линзой. Ее 
оптическая сила равна алгебраической сумме оптических 
сил элементов системы: 


О 



20 -г 


2 

У?» ■ 


Тогда 


по формуле линзы 




( 2 ) 


Знак «минус» перед величиной 1 // 2 стоит потому, что изобра- 
жение мнимое. 

Когда учитель смотрит на ученика через очки, он видит 
его мнимое изображение на расстоянии / 3 = 2,5 м (рис. 1 1). 
Для этого случая формула линзы запишется так: 


1 


1 1 



(3) 


Из равенств (2) и (3) 

1 12 1 
° — 1Г" д птр и ^-=-— — . 


Как и следовало ожидать, мы получили, что зеркало выпук- 
лое, а линза, соответственно, плоско-вогнутая. 

Подставляя значения О, 1/У?, и 1//? 2 в формулу (1), най- 
дем 

п = 1,5. 

Если предположить, что после отражения от передней 
поверхности линзы изображение оказывается на расстоянии 
Ь І- м, и провести соответствующие вычисления, то придем 
к нелепому результату п — 0,75. Убедитесь в этом само- 
стоятельно. 

В. Бе.юнучкин 
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По страницам школьных учебников 


А. Виленкин, ІО. Ионин 

Площадь 
и интеграл 

Из статьи В. Болтянского «О понятиях пло- 
щади и объема» , помещенной в этом номере, 
вы узнали об определении и различных спо- 
собах вычисления площадей. Наиболее уни- 
версальным из них является применение ин- 
тегрального исчисления. Об этом способе и 
пойдет речь в настоящей статье (она рассчи- 
тана на десятиклассников). Но сначала сове- 
туем вам заглянуть в учебник «Алгебра и на- 
чала анализа 10» и просмотреть еще раз пунк- 
ты 97 — 102 и таблицу первообразных на 
с. 219. 

Площадь это интеграл 

Рассмотрим криволинейную трапе- 
цию на рисунке 1. Эта фигура огра- 
ничена графиком непрерывной неот- 
рицательной функции у / (х), оп- 
ределенной на отрезке Іа; Ь \ , прямы- 
ми х = а, х = Ь и осью абсцисс у = 0. 
Ее площадь 5 равна 

Р Ф) - В (а), 

где Р — • какая-нибудь первообразная 
для функции I («Алгебра и начала 
анализа 10», п. 100). Вспоминая оп- 
ределение интеграла («Алгебра и на- 



чала анализа 10», п. 101), формулу 
для вычисления площади можно пе- 
реписать так: 

ь 

8=\((х)дх. (1) 

а 

Пример 1 . Найти площадь 
фигуры, ограниченной линиями у = 
= 1 — х 2 и у = 0. 

Можно считать, что эта фигура 
ограничена осью абсцисс, прямыми 
х = — 1, х = 1 и графиком функции 
у = 1 — х 2 (рис. 2), поэтому по фор- 
муле (1) ее площадь 

і 

5= |* (1 — х 2 ) сіх . 

— і 

Так как первообразной для функции 
/ (х) = 1 — х 2 является функция 

г 3 

Е (х) = х _ — , 
то 



Вы видите, что в этом примере нам 
не пришлось прибегать ни к каким 
«ухищрениям»; для решения задачи 
оказалось достаточным воспользо- 
ваться готовыми формулами. Но так 
бывает далеко не всегда. 

Аддитивность 

Решать более сложные задачи на вы- 
числение площадей помогает свойство 
аддитивности площади. Оно «раз- 
решает» разбить данную фигуру на 
части и подсчитать площадь всей 
фигуры как сумму площадей этих 
частей. 
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пературе Т 2 . При этом газ соверша- 
ет работу 

ѵ і 

А х =\ р(Ѵ)йѴ. 

ѵ, 

Поскольку рѴ = ИТ 2 , получаем: 

ѵ[ 

А г = $ -у- ЛѴ — КТ , 1п V | ^ і = 

ѵ х 

= КТ 1 \пѴ' 1 — КТ 1 — ’ 

причем эта работа А х равна коли- 
честву теплоты <?!, полученной га- 
зом от нагрезателя; внутренняя энер- 
гия газа на этом участке не изме- 
няется. 

На участке Ьс происходит адиаба- 
тическое расширение газа до объема 
Ѵ 2 , при этом его температура пони- 
жается от Ті до Т 2 . На этом участке 
ѴТ Ѵ—І постоянно *), газ совершает 
работу А 2 без теплообмена с посто- 
ронними источниками тепла, т. е. за 
счет изменения лишь своей внутрен- 
ней энергии, пропорционального раз- 
ности температур, поэтому 
А 2 = к (Т ! - Т г ) 
(коэффициент к равен К (у — 1), но 
мы доказывать это не будем). 

На участке сЛ газ изотермически 
Сжимается (внешними силами) до 
объема Ѵ' ѵ поэтому совершаемая га- 


*) Здесь у = Ср/Су (см. И. К. К и - 
к о и н, А. К. Кикоин, Молекулярная 
физика, М., «Наука», 1976); в будущем 
мы подробно расскажем об адиабатическом 
процессе. 


зом работа отрицательна и равна 

л 3 = яг 2 ш*. 

причем эта работа А 3 равна (по мо- 
дулю) количеству теплоты С) 2 , пере- 
данному газом холодильнику. 

На участке йа происходит адиаба- 
тическое сжатие газа, при котором его 
температура повышается от Т 2 до 
Т ъ причем, чтобы это сжатие было 
возможным, Ѵ' 2 должно удовлетво- 
рять равенству Ѵ' 2 Ту 1 = Ѵ Л Т У Х ~ >. 
На этом участке газ совершает (от- 
рицательную) работу А 4 за счет из- 
менения лишь своей внутренней энер- 
гии, поэтому 

Л 4 =Л(Т 1 -'Г 1 ). 

Цикл Карно на этом завершает- 
ся, и мы получаем, что газ совершил 
работу 

А± + А 2 + А 3 -\- А, > = 

— НТ 1 1п +ЯТ 2 Ѵ ^~. 
Поскольку Ѵ\ Ту -1 = Ѵ 2 Т*— 1 , 
ѵ;гѵ-^ѵ,гу-*, мы получаем, что 
ѵ\ V 

— = Обозначим это отношение че- 
К < Ѵ 2 

Ѵ 2 

резг, С>1. Тогда 1п-гг- = — 1п г и 
у 2 

А = К(Т 1 — Т 2 )\пг. 

Это — полезная работа, совершенная 
газом, а всего газ получил от нагре- 
вателя количество теплоты <2,= 
= ЯТ 1 1п г, а отдал холодильнику со- 
ответственно С} 2 = /?Г 2 1п г. Тем самым 
к.п.д. цикла Карно равен 

Ч\ Чг _ Т, Т 2 
Чі т, . 

Упражнения 

Найдите площади фигур, ограниченных 
следующими линиями: 

1. У=С05 2 х — 5ІП"Х, у= 0, х=0, х=я/4. 

2. </= |х|+1, у=0, х 2, х=\. 

3. у=х*, у=1. 

4. х=і г. х—0, у= 2, у-- —2. 

5. I/- 5Іп х, (/=х 2 — лх. 

6. у |х 2 — 1 |, і/= 0, х— —2, х— 2. 

7 у = х 2 , у = Ух. 
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Улитка 

Паскаля 

Свое название улитка Па- 
скаля получила*) не в честь 
великого Блеза Паскаля, а в 
честь его отца Этьена Паска- 
ля (1588 — 1651) — провин- 
циального французского 
судьи и большого любителя 
математики. Э. Паскаль стро- 
ил улитку так. 

Нарисуем на плоскости 
окружность (О, г), зададим 
некоторую длину й, выберем 
на этой окружности произ- 
вольно точку Р и зафикси- 
руем ее — это будет полюс 
улитки Паскаля. Для каж- 
дой точки К окружности, 
отличной от Р, проведем пря- 
мую КР и отложим на ней 
в противоположные стороны 
от точки К отрезки М Х К и 
КМ 2 такие, что |Л1 1 Л' 1= 
= \КМ 2 \=с1 (рис. 1). Мно- 
жество таких точек и 
Л4 2 образует непрерывную 
замкнутую кривую, которая 
и называется улиткой Па- 
скаля. Полюс Р может не 
принадлежать, а может и 
принадлежать улитке, обеспе- 
чивая непрерывность кривой. 

Улитка Паскаля имеет 
принципиальное отличие от 
кривых, которые приводились 
на первой или второй стра- 
ницах обложки «Кванта» за 
этот год, — форма у нее пе- 
ременная. 

Ее форма зависит от 
значения (1 (рис. 2): при <1 О 
улитка совпадает с (О, г), 
при 0<с1<2г имеет точку 


*) По предложении» вид- 
ного французского матема- 
тика — одного из основате- 
лей Парижской академии на- 
ук Ж. П. Роберваля (1602 — 
1675) 





Рнс. 3. 



самопересечения Р, при = 
= 2 г превращается в кар- 
диоиду, при сІ> 2г не содер- 
жит своего полюса Р. 


Приведем идею, на ко 
торой основан второй спо- 
соб построения улитки (рис. 
3). Вновь рассмотрим окруж- 
ность (О, г), на ней полюс 
Р и фиксированную точку , 
а также окружность («?, Р) 
некоторого радиуса Р. Пусть 

ЧУ 

Р() = 2<х. Для каждой точки 
V €(0, г) проведем прямую 
РѴ и найдем на ней точки 
М » и Лі 2 такие, что если про- 
вести из них касательные к 
(<?, Р) и затем повернуть их 
на угол а по часовой стрел- 
ке, то они попадут на РѴ. 
Множество таких точек М х 
и М 2 — улитка Паскаля, 
причем (І—рі & іп а. 

На рисунке 4 обосновы- 
вается еще одно построение 
улитки Паскаля. Подвиж- 
ная окружность (О', р) 
касается снаружи неподвиж- 
ной («опорной») (О, р). Пока 
жем, что при качении (О', р), 
жестко с ней связанная 
точка М описывает улитку 
Паскаля. 

Пусть длина отрезка МО 
минимальна (М = Л4,). Вы- 
берем на прямой 00| точку 
Р, для которой | ОР |= 
— |0 І »М ! |, и построим ок- 
ружность (О, | ОР |). Если 

подвижная окружность про- 
катывается на угол ф из 
начального положения, то 
точки О' и М попадают соот- 
ветственно в положения 0 2 
и М 2 . Проведем прямую 
М 2 Р и найдем точку ее пе- 
ресечения N с окружно- 
стью (О, |0Р |). Получаем 
| ОМ I \ОР | = I М,ОІ I = 

= \М 2 0 2 \. Четырехуголь- 
ник 0ЫМ 2 0 2 (при таком 
расположении точки /V, как 
на рисунке 4) представляет 
собой объединение равнобед- 
ренной трапеции 0РМ 2 0 2 

( Р00 2 =00 2 М 2 ф) и рав- 
нобедренного треугольника 
РОД'. Ясно, что этот четы- 
рехугольник — параллело- 
грамм, причем длины его 
суорон не зависят от угла ф. 
Раз отрезок УѴМ сохраняет 
постоянную длину при любом 
положении точки Л4, то в 
траектории точки М мы уз- 
наем улитку Паскаля, в точ- 
ке Р — ее полюс, а в 
(О, |ОР|) — окружность (О, г). 

В. Березин 


«Квант» для младших школьников 



Задачи 

1. В этом ребусе щм рисунок) 
цифры зашифрованы фигурками. Оди- 
наковым фигуркам соответствуют 
одинаковые цифры, разным — раз- 
ные, ни одно число не начинается 
нулем. Расшифруйте ребус. 

2. Жили-были дед да баба. Была 
у них курочка ряба. Принесла ку- 
рочка задачку. Задачка не простая, 
с изюминкой. 

100 яичек лежат по кругу. Их на- 
чинают забирать так: первое ос- 
тавляют, следующее за ним по часо- 
вой стрелке ( второе ) — забирают, 
следующее за ним ( третье ) — не бе- 
рут, четвертое — забирают и так 
далее через одно по кругу. Круг су- 
жается до тех пор, пока в нем не 
останется только одно яйцо. На ка- 
ком месте сначала лежало это яйцо 
( считая от первого по часовой стрел- 
ке )? 

Дед решал, решал — не решил 
Баба решала, решала — не решила 
Мышка по кругу побегала, хвости- 
ком помахала и задачку решила. 

Дед и баба плачут. Курочка ку- 
дахчет: 

— Не плачь, дед, не плачь, ба- 
ба, — принесу вам задачку другую, 
не с изюминкой — простую. 

Курочка несет каждое второе яич- 
ко — простое, а каждое третье — 
золотое. Может ли так быть ? 

3. В следующих «равенствах», 
сложенных из спичек (см. рисунок), 
допущены ошибки. Переложите в каж- 
дом из «равенств» по две спички так, 
чтобы все они стали верными. 

4 . В этом примере на деление (см. 
рисунок) разными буквами зашифро- 
ваны разные цифры, одинаковыми — 
одинаковые. Расшифруйте пример! 


□ И*1Е 

ИВ-0! 


В 

00*0 

3“ й 

ИВ 



Г( 


V 




Е. Турецкий , Н. Цейтлин 

Семиклассникам 
о вероятности 

В предлагаемой статье почти нет определений 
и той математической «строгости» , которой 
отличаются статьи для старшеклассников. 
Авторы просто дают читателям почувство- 
вать, что такое «вероятность». 

Тем не менее, чтение статьи без каранда- 
ша н бумаги может оказаться затруднитель- 
ным. Что ж, возьмите карандаш и бумагу и 
приступайте... 

Почему побеждала команда Виктора 

Сам он не отличался особым рывком 
и сильным ударом, но его команда, 
подобранная «по жребию», почти не 
знала поражений. Перед игрой ре- 
бята разбивались на пары, сговари- 
вались об условных кличках, под- 
ходили к капитанам будущих ко- 
манд — Виктору и Юре — и спра- 
шивали: «Олень или книга?», «Па- 
яльник или сабля?» и т. п. Капи- 
таны поочередно отвечали: «олень», 
«сабля», — и получали в свою команду 
соответствующего игрока, а их со- 
перник — его напарника. Но в итоге 
Виктор обычно возглавлял лучшую 
команду. 

Это было удивительно: ведь тайна 
кличек до выбора игроков не могла 
быть известна никому. И все-таки 
Виктор обычно собирал лучших. 


А все дело было в том, что ребята 
невольно выбирали себе те клички, 
которые им чем-то нравились. Вик- 
тор, хорошо зная ребят, обычно уга- 
дывал, кто «олень», а кто «сабля», и 
выбирал из них лучшего. А Юра (если 
в этот момент выбор производил он) 
просто называл одну из кличек, не 
раздумывая, кто за ней скрывается. 
Можно сказать, что выбор игрока был 
случайным для Юры, выбиравшего 
в половине случаев лучшего игрока, 
а в половине — худшего, и не слу- 
чайным для Виктора, почти всегда 
выбиравшего лучшего игрока. По- 
беда команды Виктора демонстриро- 
вала практическую важность одного 
из самых интересных разделов мате- 
матики — теории вероятностей. 

Интересно, что эта теория многим 
обязана играм, которым предавались 
не только дети, но и вполне взрослые 
люди. 

Редкий ход 

«Атос отправился на поиски англи- 
чанина и нашел его в конюшне: тот 
с вожделением разглядывал седла. 
Случай был удобный. Атос предло- 
жил свои условия: два седла против 
одной лошади или ста пистолей — 
на выбор. Англичанин быстро под- 
считал: два седла стоили вместе трис- 
та пистолей. Он охотно согласился. 

Д'Артаньян, дрожа, бросил кос- 
ти — выпало три очка; его бледность 
испугала Атоса, и он ограничился 
тем, что сказал: 
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Результаты 36 бросаний двух кубиков 


Таблица 1 
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— Неважный ход, приятель, ... 
Вы, сударь, получите лошадей с пол- 
ной сбруей. 

Торжествующий англичанин даже 
не потрудился смешать кости; его 
уверенность в победе была так вели- 
ка, что он бросил их на стол не гля- 
дя. Д'Артаньян отвернулся, чтобы 
скрыть досаду. 

— Вот так штука, — как всегда, 
спокойно проговорил Атос. — Какой 
необыкновенный ход! Я видел его 
всего четыре раза за всю мою жизнь: 
два очка! 

Англичанин обернулся и онемел 
от изумления; Д'Артаньян обернулся 
и онемел от радости». 

Давайте, и мы с вами бросим не- 
сколько раз пару костей — кубиков 

Таблица 2 


Появление отдельных очков при 
36 бросаниях двух кубиков. 
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из детских игр с цифрами или точка- 
ми (очками) от 1 до 6 на гранях — и 
посмотрим, часто ли выпадают две 
единицы. Чтобы различать эти куби- 
ки, один из них закрасим красной 
краской, а другой — синей. В таб- 
лице 1 приведены результаты 36 бро- 
саний красного и синего кубиков, 
выполненных нами. 

У вас, конечно, получатся другие 
результаты, но если вы сведете свои 
результаты в таблицы (2 и 3), то 
скорее всего выводы будут те же, что 
и у нас. 

Выводы 

1. Дубль 1 — 1 выпадает не часто 
(у нас — один раз из 36). 

2. Разные очки выпадают при- 
мерно одинаково часто, в среднем — 
в 1/6 части случаев каждое. 

3. Сумма очков на двух костях 
обычно заключена в пределах от 5 
до 9. 

Если увеличить число бросаний, 
то отмеченные закономерности про- 
ступят еще более четко. Чем больше 
число бросаний, тем меньше будут 


Появление отдельных сумм очков при 36 бросаниях двух кубиков. Таблица 3 
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Сумма очков на костях при всех возможных исходах бросания двух кубиков 



отличаться от 1/6 (среднего значения) 
частоты выпадений различных очков 
от 1 до 6. Можно сказать, что выпаде- 
ние любого из шести очков при бро- 
сании симметричной кости равноверо- 
ятно. А вот появления разных зна- 
чений сумм очков при бросании двух 
костей оказываются не равновероят- 
ными. 

Можете ли вы сказать, почему? 

Давайте составим таблицу всех 
возможных исходов при бросании 
красной и синей костей. Так как вы- 
падение любого числа очков от 1 до 
6 на красной кости может сочетаться 
с любым числом очков на синей кости, 
то у нас получится таблица 4. 

Любое из 36 сочетаний очков на 
красной и синей костях равновероят- 
но любому другому сочетанию, но 
разные суммы очков могут быть по- 
лучены различным числом способов. 
Так, сумма очков 3 (у Д'Артаньяна) 
получается двумя способами: 1 -)- 2 
и 2 4- 1, а сумма 2 (у англичанина) — 
лишь одним (из 36!): 1+1 Атосу 
было чему удивляться! 


Вероятность 

Вы видите, что выпадения 2 и 6 оч- 
ков на одной кости равновероятны, а 
выпадение суммы 2 и 7 на двух костях 
не равновероятны. В подобных слу- 
чаях говорят, что сумме 7 благо- 
приятствует больше исходов из об- 
щего числа равновероятных исходов» 
чем сумме 2. Так, сумме 7 благо- 
приятствуют шесть исходов из общего 
числа равновероятных исходов, рав- 
ного 36, тогда как сумме 2 благо- 
приятствует лишь один исход. 

И в общем случае подсчет числа 
благоприятных исходов из их обще- 
го числа — важнейшее действие для 
определения вероятности со- 
бытия, под которой понимают от- 
ношение числа благоприятных исхо- 
дов к общему числу равновероятных 
исходов. При этом используются та- 
кие обозначения. Само событие (на- 
пример, появление суммы 7) обозна- 
чается буквой А, а вероятность этого 
события — Р (А). Итак, 

Р{А) = ^, (*) 
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где п — общее число исходов Дан- 
ного опыта, а т — число исходов, 
благоприятствующих событию А. 

Попробуем подсчитать вероятнос- 
ти некоторых событий. 

В таблице 4 всего 36 клеток. Это — 
36 возможных исходов при бросании 
двух кубиков. Сумме очков 7 (собы- 
тие А) благоприятствуют 6 исходов. 
По формуле (*) получаем: Р (Л) = 
=6/36 = 1/6. 

Сумме очков 2 (событие В) бла- 
гоприятствует 1 исход. По формуле 
(*) Р (В) = 1/36. 

Событию С «выпадение суммы 
очков, не большее 5» благоприят- 
ствуют 10 исходов (укажите их са- 
мостоятельно), поэтому Р (С) = 

10/36 = 5/18. 

Событию О «выпадение суммы оч- 
ков, большее 5» благоприятствуют 
26 исходов (все не вошедшие в С), 
поэтому Р (О) = 26/36 = 13/18. 

Событию Е «выпадение четного 
числа очков на красной кости и крат- 
ного трем — на синей» благоприят- 
ствуют 6 исходов, поэтому Р (Е) = 
= 6/36 = 1/6. 

Таким образом, при определении 
вероятности некоторого события А 
надо провести три действия: 

(а) определить общее число ( рав- 
новероятных ) исходов опыта ; 

(б) определить число исходов, 
благоприятствующих событию А; 

(в) разделить второе число на 
первое. 

Подчеркнем, что мы с самого на- 
чала считаем («по определению»), что 
исходы опыта равновероятны. Это со- 
ответствует практическим результа- 
там, если опыт обладает некоторой 
симметрией (кость имеет форму гек- 
саэдра — куба, а не, скажем, косого 
параллелепипеда и не налита свин- 
цом у одной грани, монета — новая, 
не истертая, то есть имеет форму ци- 
линдра и т. п.). Из-за этого нельзя, 
скажем, считать, что в опыте «опре- 
деление суммы на двух костях» все- 
го 11 исходов (суммы от 2 до 12) — 
они неравноправны, вероятность каж- 
дого из них не 1/11. Определение та- 
ких «хороших» исходов опыта — 
существенная часть пункта (а) за- 
дачи определения вероятностей, и 


руководствоваться здесь надо физи- 
ческими или житейскими соображе- 
ниями. 

Как считать вероятность 

Конечно, можно считать ее по фор- 
муле (*), но нередко удобнее при- 
менять три свойства вероятности, о 
которых мы сейчас и расскажем. 

Рассмотрим еще раз событие С 
«выпадение суммы очков, не боль- 
шее 5» (при бросании двух костей). 

Можно сказать, что это событие С 
состоит из событий: 

С х — «выпадение суммы 2»; 

С 2 — «выпадение суммы 3»; 

С 3 — «выпадение суммы 4»; 

С 4 — «выпадение суммы 5». 

Давайте найдем вероятности этих 
событий и попробуем установить связь 
между ними и вероятностью Р (С), 
которая нам уже известна: Р (С) — 
= 10/36. 

Из 36 равновероятных исходов 
(п — 36) событию С 4 благоприятству- 
ет один исход: 1 + 1. Значит, Р (С 4 )= 
= 1/36. 

Событию С 2 благоприятствуют два 
исхода: 1+2 и 2+1, поэтому 
Р (С 2 ) = 2/36. 

Событию С 3 благоприятствуют три 
исхода: 1 +3, 2+2 и 3+1, поэ- 
тому Р ( С 3 ) = 3/36. 

Наконец, событию С 4 благоприят- 
ствуют четыре исхода: 1 +4, 2 +3, 
3 + 2, 4 +1, поэтому Р (С 4 ) = 4/36. 

Вас, конечно, не затруднит уста- 
новление связи между числом 10/36 
и числами 1/36, 2/36, 3/36 и 4/36. 
Она очень проста: 

10 1 2 3 4 

36 ~~ 36 + 36 .+ 36 + 36 * 

ИЛИ 

Р(С) = Р(С 1 ) +Р(С 2 ) + 

+^ > (Сз) +Д- (С 4 ). 

Полученное равенство выражает 
теорему сложения вероятностей, со- 
стоящую в том, что если одно собы- 
тие С разбивается на ряд других со- 
бытий (С 4 , С 2 , С 3 , С 4 ), то его вероят- 
ность Р (С) равна сумме вероятностей 
составляющих событий. 

Теперь рассмотрим событие С и 
событие 7) «выпадение суммы очков, 
большее 5». Их вероятности Р (С) = 
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= 10/36 и Р ф) = 26/36 связаны оче- 
видным равенством: Р (С) -ф- Р ф) = 

— 1. Это и понятно: событию И бла- 
гоприятствуют те и только те исходы, 
которые не благоприятствуют собы- 
тию С (такие события называются 
«противоположными»). Поэтому, ес- 
ли Р (С) = тіп, то Р ф) — (л — 

— т)/п= 1 — тіп = 1 — Р (С). Мож- 
но также воспользоваться теоремой 
сложения вероятностей. Событие «не 
С», противоположное событию С, обоз- 
начается так: С (у нас И — С, С — 
= Е>). События С и С вместе состав- 
ляют событие «С или С», которое 
произойдет обязательно. Такое со- 
бытие называется достоверным и обоз- 
начается буквой ІІ. Его вероятность 
по формуле (*) равна 1: Р (іі) — 1. 
С другой стороны, по теореме сложе- 
ния вероятностей Р (С) + Р (С) = 
= Р (ІІ). Поэтому 

Р(С) +Р(С)= 1. 

Вид вероятности события Е (см. 
выше) также позволяет сделать не- 
которые выводы. Событие Е состоит 
в том, что на красной кости выпало 
четное число очков (событие і 4), а 
на синей — кратное трем (событие В). 
Вероятность события А равна 3/6 
(из 6 исходов при бросании красной 
кости событию А благоприятствуют 
3), события В — 2/6 (аналогично). 
Итак, Р (Л) = 1/2, Р (В) = 1/3, 
Р (Е) = 1/6. Здесь событие Е — не 
сумма, а скорее «произведение собы- 
тий» А \\ В. Мы видим, что в данном 
случае справедлива формула 
Р (А и В) = Р (Л) • Р (В), 

выражающая теорему умножения ве- 
роятностей. Эта формула справед- 
лива и в общем случае, ведь если в 
одном опыте п х исходов, из которых 
т х благоприятствует событию Л, а в 
другом п 2 исходов, из которых т г 
благоприятствует событию В , то эти 
опыты, проводимые один за другим, 
допускают п г п 2 исходов (все возмож- 
ные комбинации), из которых т г т 2 
благоприятствуют событию Е = (Л и 
В). Но 

т { т„ т, т 2 

л,п 2 — п, ' п 2 * 

то есть 

Р (А и В) = Р (Л) • Р (В). 


Подчеркнем, что эти опыты н е 
зависят друг от друга, выпаде- 
ние четного числа очков на красной 
кости не влияет на число очков, ко- 
торое появится на синей кости, то 
есть появление события Л никак не 
влияет на появление события В. По- 
добные события называются незави- 
симыми. 

У нас независимые события поя- 
вились в разных опытах, но и при 
одном опыте два 'события могут ока- 
заться независимыми. Скажем, появ- 
ление события Л «выпадение на кости 
числа очков, кратного 2» (то есть 
2, 4, 6) не влияет на появление собы- 
тия В «выпадение на той же кости 
числа очков, кратного 3» (3, 6). Это 
кажется странным, ведь опыт-то один, 
но все дело в том, что исходы, благо- 
приятствующие событию В, распре- 
делены равномерно среди событий, 
благоприятствующих Л, и не благо- 
приятствующих Л. 

Если событие Л появилось, то 
есть выпали 2, 4 или 6 очков, то в 
двух из этих исходов событие В не 
появилось (2, 4), а в одном — появи- 
лось (6). Если же событие Л не появи- 
лось, то есть выпали 1, 3 или 5 оч- 
ков, то по-прежнему в двух из этих 
исходов В не появилось (1, 5), а в 
одном появилось (3). Так, что, не- 
зависимо от появления события Л, 
событие В (в том же опыте) появится 
в 1 случае из 3. 

Оказывается, теорему умножения 
вероятностей можно сформулировать 
так. Если А и В — независимые со- 
бытия, то вероятность события «А 
и В-» равна произведению вероятнос- 
тей событий А и В. 

Задачи 

1. Проводится некоторый опыт О с мно- 
жеством исходов И . Можно ли считать эти 
исходы равновероятными, если: 

а) О — «бросание монетки», //^{свер- 
ху герб, сверху цифра); 

б) О— «один шахматист держит в кула- 
ках черную и белую пешки, а второй указы- 
вает на правый или левый кулак», #={в 
выбранной руке белая пешка, в выбранной 
руке черная пешка); 

в) О — «из календаря вырывается (нау- 
гад) один листок», И= (на оторванном листе 
праздничный день, на оторванном листе 
будничный день); 

г) О — «финальный забег на 100 м 

шести участников с номерами от 1 до 6»; 
Я— {победил №1, победил №2 побе- 

дил № 6); 
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д) О — «из 28 костей домино, лежащих 
на столе (очками вниз) и хорошо перемешан- 
ных, выбирается одна», И= (выбран дубль, 
выбран не дубль); 

е) О — «из урны, в которой лежат 3 бе- 
лых и 3 черных шара (одинаковых на ощупь), 
в темноте извлекается один», И= {извлечен 
белый шар, извлечен черный шар). 

2. В урне лежат 6 белых и 8 черных 
шаров. Из урны наугад извлекается один 
шар. Какова вероятность, что этот шар — 
белый? 

3. Монета бросается три раза. Какова 
вероятность, что все три раза сверху окажет- 
ся цифра? 

4. Наугад выбирается одна кость до- 
мино. Какова вероятность, что сумма очков 
на ней делится на четыре? 

5. Картонку с написанным на ней словом 
«математика» разрезали на одинаковые квад- 
ратики с одной буквой на каждом, перемеша- 
ли и вытащили один квадратик. Какова ве- 
роятность, что на нем буква «т»? Какая буква 
вероятнее всего на нем будет? 

6. Из 27 билетов ученик Петя мог отве- 
тить лишь на те, номера которых были крат- 
ны 5. Когда десятым по счету он вошел в 


класс, оказалось, что билет № 1 и все биле- 
ты с 20-го по 27-й уже взяты. 

Какова вероятность, что Петя вытащит 
билет, на который он может ответить? Ка- 
кова была бы эта вероятность, если бы Петя 
вошел в класс первым? Какая из этих ве- 
роятностей больше? 



Число «пи» 
и теория 
вероятностей 

Хотите экспериментально 
найти число л? ПопробуйтеІ 
Для этого нужна лишь короб- 
ка спичек и лист бумаги. 

На листе бумаги прове- 
дите сетку параллельных 
прямых на расстоянии друг 
от друга, равном длине спич- 
ки. Теперь случайным обра- 
зом бросайте на лист бумаги 
спички (как на первой стра- 
нице обложки этого номера 
журнала) и считайте число 
спичек, пересекающих линии 
сетки (можно и много раз 
бросать одну спичку). Раз- 


делив удвоенное общее число 
спичек на полученное 
число, вы и найдете число 
л (чем больше • спичек вы 
бросите, тем точнее найдете 
число л). 

Доказать это можно с по- 
мощью теории вероятностей. 
Если спичка длины 1 упала 
под углом ер к линиям сет- 
ки, то ее «эффективная 
длина» равна зіп ф. Пусть 
некоторая спичка пересекла 
линию сетки, тогда ее ниж- 
ний конец находится на 
расстоянии не больше зіп ф 
от проходящей над ним ли- 
нии сетки (см. рисунок). Во- 
обще же это расстояние за- 
ключено в пределах от 0 до 
1. По правилам теории ве- 
роятностей эта спичка пере- 
секает линию сетки с вероят- 
ностью 5ІП ф. 


Теперь, чтобы найти ве- 
роятность того, что случай- 
ным образом упавшая спич- 
ка пересечет линию сетки, 
надо усреднить полученную 
вероятность зіп ф по всем 
Ф (0^ф^я/2), поскольку 
все значения углов ф равно- 
вероятны, то есть найти зна- 
чение выражения 

я/ 2 

| зіп ф </ф 
О 

и разделить его на л/2. 

Десятиклассники быст- 
ро найдут, что интеграл ра- 
, 2 
вен I, то есть как раз 

часть спичек должна пере- 
сечь линии сетки. 

Впервые такой экспери- 
мент произвел с иглой (бро- 
сая ее много раз) француз- 
ский естествоиспытатель 
Ж. Л. Л. Бюффон (1707 — 
1788), в его честь этот опыт 
назван «иглой Бюффона». В 
конце XIX века многие ма- 
тематики бросали иглу по 
3 — 5 тысяч раз и получали 
для я значение порядка 3,15- 
Интересно, какое значение 
л даст вам один коробок 
спичек? 

А. Виленкин 
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Спрашивайте — отвечаем 


Читатель Ю. Брегман из Ри- 
ги прислал в редакцию такт- 
письмо: 


« Уважаемая редакция ! 
Хотел бы вам сообщить идею, 
касающуюся проблемы управ- 
ляемого термоядерного син- 
теза. Она имеет много об- 
щего . с «лазерным тер мо- 
лодо му. Пусть имеется неко- 
торое количество ядерного 
горючего. В него « выстрели - 
вают » несколько античастиц 
(например, позитронов или 
антипротонов). Происходит 
аннигиляция. Выделившаяся 
энергия в виде двух фотонов 
способствует подогреву дей- 
терия, в результате чего 
происходит термоядерная 
реакция. Эта реакция цеп- 
ная, поэтому для ее само- 
поддержания дальнейшего 
притока энергии извне не 
требуется. Источником по- 
зитронов может быть 
радиоактивное вещество 
(например 15 Р 20 или 7 № 3 )». 

Отвечает на это письмо 
консультант отдела физики 
нашего журнала А. Воло- 
дин. 


Инициировать термоядерною реакцию аннигиля- 
цией вещества и антивещества в принципе можно 

Термоядерная реакция с заметным выходом 
энергии начнется, если смесь легких изотопов 
водорода нагреть до очень высокой температуры- 
порядка десятков миллионов или сотен миллионов 
градусов. 

Однако одного инициирования термо- 
ядерной реакции мало. Для решения проблемы 
термоядерного синтеза необходимо длительное про- 
текание процесса. Поскольку (в отличие от ядер- 
ной реакции деления) реакция термоядерного син- 
теза не носит цепного характера (в этом Ваша 
ошибка!), для осуществления управляемой тер- 
моядерной реакции, помимо ядерного горючего, 
необходимо в зону реакции непрерывно или пе- 
риодически подводить энергию извне. Естествен- 
но, эта энергия должна составлять лишь некото- 
рую часть всей энергии, выделяющейся в реакции. 

Существенной для управляемого термоядерного 
процесса является не только величина подводи- 
мой энергии, но и скорость ее эффективного под- 
вода. Важной характеристикой процесса служит 
энергетическое время жизни т — среднее время 
пребывания в зоне реакции частиц плазмы, в ко- 
торую превращается ядерное горючее. Каждую 
порцию энергии, требующуюся для поддержания 
реакции, необходимо подводить за время, не пре- 
вышающее т. В реакции дейтерия с тритием т по- 
лучается порядка наносекунды (ІО -8 сек). За вре- 
мя т частицы горючей плазмы разлетятся на рас- 
стояния порядка миллиметра. Это определяет объ- 
ем зоны реакции — несколько кубических милли- 
метров. 

Таким образом, управляемая термоядерная ре- 
акция пойдет, если в каждом ее единичном цикле 
крупинку твердого дейтерия или трития объемом 
несколько кубических миллиметров нагреть за 
наносекунду до температуры в сотни миллионов 
градусов. Реальными источниками подводимой мощ- 
ности могут быть лазерный луч или электронный 
пучок предельной интенсивности. 

Использование же аннигиляции в качестве ис- 
точника мощности потребует достаточно больших 
количеств антивещества (порядка микрограмма в 
каждом цикле) или очень интенсивных источников 
античастиц, в настоящее время совершенно недо- 
ступных. Кроме того, для практического исполь- 
зования предложенного Вами метода необходим 
достаточно экономичный способ воспроизводства 
антивещества, о котором трудно сделать даже са- 
мые фантастические предположения. 
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Практикум абитуриента 



Е Г алкин 

Рационально 
или иррационально? 

Основной вопрос, который рассматривается 
здесь, — как узнать, рационально или ирра- 
ционально данное действительное число. Эта 
проблема не имеет существенного значения 
для практики, поскольку в прикладных за- 
дачах всегда можно действительное число за- 
менить его десятичным приближением с оп- 
ределенной точностью, однако она важна с 
теоретической точки зрения — решение по- 
добных задач способствует более глубокому 
пониманию сущности рациональных и ирра- 
циональных чисел, и в практике вступитель- 
ных экзаменов такие задачи встречаются до- 
вольно часто. 

Начнем с простейшего вопроса. 

Пример 1 . Доказать , что сум- 
ма двух чисел, одно из которых ра- 
ционально, а другое иррационально, 
есть число иррациональное. 

Пусть число а рационально, число 
Ь иррационально: а 6 О, Ь (Е I, где 
О и I — - множества соответственно 
рациональных и иррациональных чи- 
сел. Предположим, что сумма а + ь 
рациональна: а Ь = с 6 0- Тогда 
число Ь — с — а рационально, как 
разность двух рациональных чисел, 
а это противоречит условию. 

Аналогичное утверждение верно 
для разности, произведения и част- 
ного рационального и иррациональ- 
ного чисел. 

Есть лишь одно исключение: для 
любого иррационального числа а числа 

0-а = 060 и А = 0 ^О. 

Это утверждение используется ча- 
ще, чем, возможно, кажется на пер- 
вый взгляд. Так, корни уравнения 
х 2 — - 6х +7 =0, выражающиеся фор- 


мулой л: 12 = 3±}/2, иррацио- 
нальны. Этот факт основан не на 
внешнем виде корней, а на доказанном 
нами свойстве, что сумма и разность 
рационального и иррационального чи- 
сел являются числами иррациональ- 
ными. 

Множество, в котором выполнимы опе- 
рации сложения, вычитания, умножения и 
деления (кроме деления на нуль), называет- 
ся полем. Так, множество 0 рациональных 
чисел — поле. Напротив, множество ирра- 
циональных чисел I, как показывает реше- 
ние следующего примера, полем не является. 

Пример 2. Может ли сумма 
двух положительных иррациональных 
чисел быть числом рациональным ? 

Условие положительности необ- 
ходимо, чтобы исключить такой три- 
виальный случай, как, например, 

У 2 4- ( — У 2) = 0 . Немного подумав, 
из этого тривиального примера мож- 
но_ получить нетривиальный: 
У 2 -{-(2 — |У2)=2.Если же мы вернем- 
ся к квадратному уравнению х 2 — 
— 6% 4- 7=0, имеющему иррациональ- 
ные корни Л4 = 3 4- У 2 и х г = 3 — У 2, 
то увидим, что по теореме Виета 
х і + *2 = 6, х г х 2 = 7. Следователь- 
но, не только сумма, но и произ- 
ведение двух иррациональных чисел 
может быть числом рациональным. 

Пример 3. Доказать, что если 

1 а, где а и п — любые натураль- 
ные числа, п> 1, не равен никакому 

натуральному числу, то \ а — 
число иррациональное. 

Предположим, что У а является 
числом рациональным. Тогда 
по условию этот корень может 

быть только дробным числом: У а = ^ , 
где р и ^ — некоторые натуральные 
числа, дф\, ~ — несократимая дробь, 



Обозначим через к какой-нибудь 
простой делитель числа <?. Будем счи- 
тать известным следующее предложе- 
ние: если произведение натуральных 
чисел делится на простое число, то 
по меньшей мере один из множите- 
лей делится на это число. В данном 
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случае р п = р- р- р делится на <7, 
а потому и на к , стало быть, 
р делится на к. Получилось, что чис- 
ла р и <7 оба делятся на к, а это про- 
тиворечит тому, что | — несократи- 
мая дробь. 

В учебнике «Алгебра-7» доказы- 
вается, что не существует рациональ- 
ного числа, квадрат которого равен 2, 
другими словами, что } 2 — число ир- 
рациональное. С помощью утвержде- 
ния последней задачи можно дока- 
зать иррациональность большого клас- 
са действительных чисел. Докажем, 
например, иррациональность У 3. 

Имеем: 1<]/3<2 (так как 

1<3<4). Следовательно, У 3 не равен 
никакому натуральному числу, а по- 
тому он является числом иррацио- 
нальным. 

Аналогично доказывается иррацио- 
нальность чисел \ 5, У 6, У 7, і 2, 

5 - в г=- 

у 3, > 5 и т. п. 

Пример 4 . Доказать , что число 
У 3 + ]/ 5 иррационально. 

Допустим противное — пусть это 
число рационально: ]/3 4- V 5 = /-(](}. 
Возведем равенство } 5 = г — У 3 в 

квадрат, получим 5 = г 2 + 3 — 2 г |/3. 

Г і 2 

Отсюда ]/ 3 =— 2^— 60-Мы пришли к 
противоречию. 

Аналогично доказывается ирра- 
циональность | а + | Ъ, если 
и>0, | аІ(Х, 6>0, ) 

Пример 5 . Доказать, что для 
любого натурального числа п, не яв- 
ляющегося степенью 10 с целым пока- 
зателем. п есть число иррацио- 
нальное. 

Предположим противное: п = 

= /Д 0. Тогда число г может быть 
только дробным, так как иначе п = 10 Л . 

Пусть = где р и у— некоторые 
натуральные числа, ~ — несократимая 

Р 

дробь. Отсюда 10" = п , 10 р =//". 

В последнем равенстве разложе- 
ние левой части на простые множи- 
тели содержит двойки и пятерки в 
одинаковых степенях, равных р, а 


разложение правой части либо вооб- 
ще их не содержит (если п не де- 
лится ни на 2, ни на 5), либо — в 
разных, поскольку п не является сте- 
пенью 10. Следовательно, это равен- 
ство невозможно. 

Из утверждения последней задачи 
вытекает, что десятичные логарифмы 
чисел 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 , 9, 11 и т. д. 
иррациональны. 

Пример 6. Доказать, что 
с оз 2 тг при любом натуральном 2 
есть число иррациональное. 

Допустим, что соз является 

числом рациональным. Полагая в 
формуле косинуса двойного угла 

соз2а — соз 2 а — зіп 2 а = 2соз 2 а — 1 

Л 

получим, что 

соз = 2соз 2 1 

— число рациональное. Аналогично 

л 

соз 27пг 2 есть число рациональное и так 
далее. Продолжая этот процесс, мы 
получим, что соз число рацио- 

нальное. Однако это нетак:созт- = 

4 



Пример 7. Доказать, что 
соз 1° является числом иррациональ- 
ным. 

Предположим, что соз Г рацио- 
нален. Тогда и соз 2° — число рацио- 
нальное. Далее, соз 3° = соз 1°х 
Х(4соз 2 1° — 3), откуда следует, что 
соз 3° — также число рациональное. 

Далее с помощью легко прове- 
ряемого тождества 
соз ( к -)- 1)° = 2 соз к° соз 1° — 
— - соз (к — 1) а 

доказывается, что рациональны ко- 
синусы углов 4°, 5°, 6°, ..., 30°. Мы 
пришли к противоречию, так как 

соз 30° = !_3 { о 

Пример 8 . Рационально или 
иррационально действительное число, 
представляющееся бесконечной де- 
сятичной дробью 

а = 0,12345678910111213... 
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(после запятой выписываются все по- 
следовательные натуральные числа)? 

Допустим, что десятичная дробь 
а представляет рациональное число. 
Тогда с некоторого места она должна 
стать периодической. Обозначим ко- 
личество цифр в периоде через п. А 
теперь заметим, что в записи этой 
дроби сколь угодно далеко можно 
найти подряд п нулей — это участки, 
соответствующие числам к • 10" (по- 
следние их л цифр). 

Отсюда следует, что период состо- 
ит из одних нулей. Однако это невоз- 
можно, так как в записи дроби а как 
угодно далеко от запятой встречаются 
и цифры, отличные от нуля. 

Пример 9. Доказать, что меж- 
ду любыми двумя различными действи- 
тельными числами содержится ра- 
циональное число. 

Пусть а > р — данные числа*) и 
а — а о, а г а г а„ •••, 

Р = Р о. Рі Ра Рп 

— их представления в виде беско- 
нечной десятичной дроби, не содер- 
жащие бесконечной последователь- 
ности девяток. Тогда найдется такое 
натуральное число к, что а 0 = р„, 

= Рі, .... а й _! = Р к _л, но а к > 
> Р й (возможно, к = 0). Найдем та- 
кое натуральное т, что р й+ш < 9, 
оно существует, поскольку беско- 
нечные десятичные дроби с периодом 
9 исключаются из рассмотрения. Чис- 
ло 

Ѵ = Ро,РіР а ... К ••• К+т-і 90 000... 
рационально и удовлетворяет не- 
равенству Р < у < а, так как Р й+т < 
< 9 и Рь < а*. 

Пример 10. Доказать, что 
между действительными числами а = 
= 3,625487 и Р — 3,625491 содержит- 
ся иррациональное число. 

Первые цифры искомого числа у 
подберем так, чтобы было а < у < р. 
Для этого достаточно его десятичную 
запись начать следующим образом: 
у = 3,625488... 

Теперь позаботимся об иррацио- 
нальности числа у. Этого можно до- 
биться, например, способом, приве- 
денным в примере 8: 

у = 3,6254881234567891011... 


*) Можно считать, что 0<а< 10, 0 = 5 ф< 10. 


Упражнения 

I. Зная, что число л иррационально, 

л 

доказать, что число -у + кл при любом це- 
лом к также иррационально. 

& Доказать, что любое рациональное 
число, не равное нулю, является периодом 
функции Дирихле Д: 

1, если х рационально, 

0, если х иррационально. 

Является ли какое-нибудь иррациональ- 
ное число периодом этой функции? 

3. Доказать, что для любого- натураль- 
ного п> 1 корень п - й степени из любого по- 
ложительного иррационального числа — чи- 
сло иррациональное. 

4. Могут ли быть иррациональными чис- 
ла а и Ь, если рациональны числа: 

а) а+6 и а — 6; 

б) а — Ь и аЬ; 

в) а + Ьф 0 и а/6; 

г) аЬ и а/6; 

д) а+6^0, а 2 и 6 2 ? 

а 4- 1 а 2 + 3 

5. Числа 2 и а 2 _|_4 рацио- 

нальны. Рационально или иррационально 
число а? 

6. Доказать иррациональность следую- 
щих чисел: 

а ) "Ѵ'З -Т У$ + 1/7; 

б) 1/2 + уТі; 

в) ^2+^3. 

7. Рациональны иди иррациональны чис- 
ла: 

а) И + V 2 + Уз; 

б) V 6 + УТТ— Ѵ"б — УТТ; 

в) ( 20 + 141/2 + V 20— 14/2? 

8. Существуют ли положительные ра- 
циональные числа а и 6-такие, что: 

а) т/а + УЪ — Ѵг; 

б) У~а + УЪ = ѴЪ 

9. Доказать, что десятичньіи логарифм 
любого положительного рационального числа, 
не являющегося степенью 10 с целым показа- 
телем, — число иррациональное. 

10. Рационально или иррационально чис- 
ло 1§ 1°? 

I I . Доказать, что соз п°, где п — неко- 
торое натуральное число, меньшее 90 и 
не равное 60, — число иррациональное. 

12. Доказать, что действительное число 
а, представляющееся бесконечной десятич- 
ной дробью 0,121221222122221... (количест- 
во двоек последовательно возрастает на 1), 
иррационально. 

13. Доказать, что между любыми дву- 
мя различными действительными числами 
содержится иррациональное число. 
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Московский 

физико-технический 

институт 


Московский физико-технический институт го- 
товит инженеров-физиков-исследователей по 
новейшим областям физики и техники. 

Особенность системы обучения, приня- 
той в физико-техническом институте, состоит 
в том, что здесь фундаментальное высшее 
образование сочетается со специальной под- 
готовкой в так называемых базовых научно- 
исследовательских институтах и конструк- 
торских бюро, где созданы специальные ка- 
федры института. 

На первых курсах студенты получают 
общенаучную подготовку. 

Математика, общая и теоретическая фи- 
зика, общественные науки изучаются в объ- 
еме университетских курсов, чтобы буду- 
щие специалисты хорошо владели знаниями, 
составляющими основу образования физика- 
исследователя. Быстрому ознакомлению с 
возрастающим потоком научно-технической 
информации способствует углубленное изуче- 
ние иностранных языков. 

Специализация и самостоятельная ис- 
следовательская работа в базовом институте 
начинается уже со второго — третьего кур- 
сов. 

В базовом институте студент слушает 
лекции по специальности, участвует в рабо- 
те научных семинаров, вовлекается в иссле- 
довательскую работу лабораторий инсти- 
тута. Будущий специалист имеет дело с но- 
вейшими приборами, участвует в решении 
не модельных, специально для его практики 
придуманных задач, а актуальных проблем, 
стоящих перед лабораторией. Дипломная 
работа каждого студента МФТИ входит, как 
правило, в тематический план базового ин- 
ститута. В творческой обстановке научного 
коллектива студент проходит неоценимую 
школу воспитания. Работа под непосред- 
ственным руководством крупного ученого 
во многом предопределяет успех его буду- 
щей самостоятельной деятельности. 

Среди базовых институтов МФТИ — 
ведущие научные центры Москвы (см 
«Квант», 1972, № 0, 1975, № 5). 

Институт готовит специалистов на вось- 
ми факультетах: факультет радиотехники 


и кибернетики, факультет общей и приклад- 
ной физики, факультет аэрофизики и косми- 
ческих исследований, факультет молекуляр- 
ной и химической физики, факультет физиче- 
ской и квантовой электроники, факультет 
аэромеханики и летательной техники, фа- 
культет управления и прикладной матема- 
тики, факультет проблем физики и энерге- 
тики. 

На каждом из факультетов подготовка 
ведется по широкому кругу специальностей, 
охватывающему большинство областей со- 
временной физики, техники и кибернетики. 

Ниже мы публикуем варианты вступи- 
тельных экзаменов по математике и физике 
в МФТИ 1976 года. 

Математика 

Билет 1 

1. Решить уравнение 

У2а- + 8 = У'2х — 4 + 2 1/З.ѵ — 3 . 

2. Решить неравенство 
Іо& (*- — 4 а + 4) +■ 2а > 2 — 

— (х + I) ІОД,, (2 — А). 

/2 

3. Две окружности касаются внутрен- 
ним образом. Прямая, проходящая через 
центр меньшей окружности, пересекает боль- 
шую в точках А и С, а меньшую — в точках 
В и С. Найти отношение радиусов окружно- 
стей если \АВ\ : |ВС| : |СО| =2:4:3. 

4. Решить систему уравнений 

Ч 

ЗІД “ГГ -\- ОЗІ ПА = 28111 {у — а) , 
у 

ІД -ту- 2 8 1 НА = 6.8 і 1 1 (у А). 

5. Объем правильной четырехугольном 
пирамиды ЗАВСй равен V. Высота 5 Р пи 
рамиды является ребром правильного тет- 
раэдра 8Р()В, плоскость грани РфР кото- 
рого перпендикулярна ребру ЗС. Найти 
объем общей части этих пирамид 

Билет 2 

1. Второй, первый и третий члены ариф- 
метической прогрессии, разность которой 
отлична от нуля, образуют в указанном по- 
рядке геометрическую прогрессию. Найти 
ее знаменатель. 

2. Решить систему уравнений 

I іе-* = і§-г/ -НбЧ*У). 

1 І8 2 (* — У)+ 1(2* | й.'/= 0. 

3. Решить уравнение 

с оз За — с 05 2 а = зш За. 

4. В трапеции АВСй ( \Ай\ |||ВС|) ь> 
личина угла ВАй равна а, \АВ\ = 2 |ВС| — 
+ |/Ш|, К — точка боковой стороны СО 
такая, что |СЛ:| : | КО | =1:2. Найти ве- 
личины углов треугольника АВК 

5. Длина стороны основания правиль- 
ной треугольной призмы равна 

Зсм, высоты — 4ф/3 см. Вершина правилъ, 
ного тетраэдра лежит на отрезке, соединяю- 
щем центры граней АВС и Плоскость 
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основания этого тетраэдра совпадает с пло- 
скостью основания АВС призмы, а плоскость 
одной из боковых граней тетраэдра прохо- 
дит через диагональ А В г боковой грани 
призмы. Найти длину ребра тетраэдра. 


Физика 


Билет 1 

1. Человек скатывается на санях под 
уклон, составляющий угол а = 6° с гори- 
зонтом. Масса саней М в два раза больше 
массы человека т. Коэффициент трения 
саней о поверхность склона |і = 0,2. Как 
должен двигаться человек относительно са- 
ней, чтобы сани двигались под уклон равно- 
мерно? 

2. В цилиндре под легким поршнем на- 
ходится 14 г азота при 27°С. Какое количе- 
ство теплоты необходимо ему сообщить при 
изотермическом увеличении объема на 4%? 
Относительная молекулярная масса азота 
равна 28. 

Указание.- При небольших изме- 


нениях объема 


/ДК 


воспользоваться 


ДУХ- 1 


приближенной формулой | 1 + -д- ) е==> 

1 V ' 


3. Поток проводящей жидкости (расплав- 
ленный металл) течет по керамической трубе. 
Для измерения скорости жидкости трубу 
помещают в однородное магнитное поле, 
перпендикулярное оси трубы, а в трубе 
закрепляют два электрода, образующие пло-. 
ский конденсатор (рис. 1). Измеряется раз- 
ность потенциалов между электродами. Оп- 


ределить скорость потока, если магнитная 

индукция поля |В| = 0,01 тл, расстояние 
между электродами <1 = 2 см, измеренная 
разность потенциалов 11 = 0,4 мв. 

4 . В равнобедренной прямоугольной стек- 
лянной призме основание А В и боковая 
грань ВС гладкие, а грань АС — матовая 
(рис. 2). Призма стоит на газете. Наблюда- 
тель, смотрящий через грань ВС, видит 
часть текста, находящегося под основанием 
АВ, равную а = 0,895 (по площади). Каков 
показатель преломления стекла? 

Билет 2 

1. а-частица, имеющая скорость 
1000 місек, налетает на атом углерода, кото- 
рый двигался до соударения в том же на- 
правлении, но со скоростью, вдвое меньшей. 
С какой скоростью перемещается центр масс 
соударяющихся атомов? 

2. В цилиндрическом сосуде, закрытом 
поршнем, находится разреженный газ, все 
молекулы которого имеют равные по абсо- 
лютной величине скорости |ц| = 200 місек. 
Первоначально поршень отстоит от дна сосу- 
да на расстоянии Н= 50 см (рис. 3). Затем 

его быстро, со скоростью |ы| = 25 місек, 
смещают направо на расстояние 3/5 Н. Оп- 
ределить, в каком интервале будут находить- 
ся скорости молекул газа. Столкновения 
молекул со стенками и поршнем считать 
абсолютно упругими. 

3. Плоский воздушный конденсатор с 
расстоянием между пластинами <1 = 2 см 
подключен к источнику с э. д. с. $ = 
= 1000 в (рис. 4). В середине конденсатрра 
параллельно его пластинам и на равном 
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расстоянии от них расположена металличе- 
ская заряженная плита толщиной д, = 
= 1 см. Заряд на плите С = 10~* к. Пред- 
полагая, что пластины конденсатора жестко 
скреплены, определить суммарную электро- 
статическую силу, действующую на конден- 
сатор. 

4 . С помощью системы из двух тонких 
положительных линз рассматривают стену, 
находящуюся на расстоянии а = 100 м от 
передней линзы. Задний фокус первой лин- 
зы и передний фокус второй линзы совпа- 
дают. Расстояние между линзами Б = 30 см. 
Линейное увеличение системы Р = 1/2. В фо- 
кальной плоскости первой линзы установ- 
лена диафрагма диаметром <1=4 мм. Како- 
вы размеры области на стене, видимой че- 
рез эту систему? 

Билет 3 

1. При слиянии дейтона с ядром Ьі в 
происходит ядерная реакция Ьі* -+- <1 -* п + 
+ Ве 7 , в которой выделяется энергия () = 
=3,37 Мэв. Считая кинетическую энергию ис- 
ходных частиц пренебрежимо малой, найти 
распределение энергии между продуктами 
реакции. 


2. В герметичном сосуде объемом V = 
= 5,6 л содержится воздух при давлении 
р = 760 мм рт. ст. Какое давление уста- 
новится в сосуде, если воздуху сообщить 
<3 = 1430 дж тепла? Молярную теплоем- 
кость воздуха при постоянном объеме при- 
нять равной Су = 21 джі (моль -град). 

3. Плоский воздушный конденсатор под- 
ключен через гальванометр к источнику 
с постоянной э. д. с. При этом заряд на кон- 
денсаторе (? = 10 - * к. Параллельно пласти- 
нам вводится металлическая заряженная 
плита, заряд которой () = 410-»к. Геомет- 
рические размеры указаны на рисунке 5. 
Какой заряд протечет через гальванометр? 

4 . Атом вещества с относительной атом- 
ной массой А, жестко закрепленный в кри- 
сталлической решетке, поглощает свет ча- 
стоты ѵ 0 . При какой частоте будет максимум 
поглощения в этом веществе, находящемся 
в газообразном состоянии? Масса протона 
равна ш р . 

Ю. Никольский, 
Б. Федосов. 
В. Чехлов, 
А. Шелагин 


Факультет управления 
и прикладной 
математики МФТИ 


Факультет управления и прикладной мате- 
матики (ФУПМ) — самый молодой факультет 
Московского физико-технического института. 
В 1976 году МФТИ справил свое тридцати- 
летие, а ФУПМу исполнилось всего 7 лет. 
В то же время это самый первый и самый 
«старый» среди аналогичных факультетов 
в вузах страны. На факультете работают 
академики Б. В. Бункин, В. М. Глушков, 
А. А. Дородницын, Н. Н. Иноземцев, 
А. А. Самарский, В. А. Трапезников; члены- 
корреспонденты АН СССР О. М. Белоцер- 
ковский, Н. Н. Моисеев, Г. С. Поспелов. 

Чем же вызвано создание этого факуль- 
тета? Что отличает его от «традиционных» 
физтеховских факультетов? 

Чтобы ответить на эти вопросы, надо 
сначала рассказать об основных направле- 
ниях факультета. Как видно из его назва- 
ния, мы имеем два профиля подготовки сту- 
дентов: прикладная (вычислительная) мате- 
матика и математическая физика и управле- 
ние. 

Помните, как ответил фонвизинский Мит- 
рофанушка на вопрос, является «дверь» 
именем прилагательным или существитель- 
ным? Ответ был следующим: «Прилагатель- 
на. Потому что она приложена к своему ме- 
сту. Вон у чулана дверь не повешена, так 
она существительна». 


К сожалению, подобное представление 
о прикладной математике свойственно мно- 
гим выпускникам школ (да и не только им): 
математика «сама по себе» — «существительна», 
а если ее приложить к чему-либо, то это и 
будет «прикладная математика». Между тем 
на самом деле прикладная математика — 
эго ие просто приложение математики, это 
самостоятельная математическая дисциплина 
со своей внутренней логикой, со своим сти- 
лем и мышлением. Часто забывают о том, 
что самые крупные математики — Л. Эйлер, 
А. Пуанкаре, К. Ф. Гаусс, П. Л. Чебышев, 
Софья Ковалевская были «прикладниками». 

Эйлеру принадлежат, например, работы 
по баллистике и устойчивости стержней, 
Пуанкаре занимался физикой и астрономией. 
Сетка, применяемая в топографических кар- 
тах, долгое время носила имя Гаусса. Чебы- 
шев создал теорию механизмов. Софье Кова- 
левской всемирную известность принесла 
премия за работу по теории гироскопов, 
а академик А. Н. Крылов уделял особое 
внимание методам вычислений. Причем вы- 
числительная математика всегда вносила 
существенный . вклад в развитие «чистой» 
математики и других естественных наук. 
Так, расчеты, проведенные Пуанкаре в астро- 
номических исследованиях, привели к со- 
зданию теории расходящихся рядов. Пре- 
красным примером, иллюстрирующим роль 
вычислительной математики в естественных 
науках, является открытие новой планеты, 
сделанное Леверье после весьма точного 
вычисления орбит других небесных тел. 
Так что вычислительная математика вносила 
солидный вклад в развитие наук еще в те 
времена, когда вычисления производились 
карандашом на бумаге, а идея создания ариф- 
мометра лишь «витала в воздухе». 

Однако тогда влияние вычислительной 
математики на развитие наук в целом было 
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весьма ограничено — трудоемкость вычис- 
лительных методов не позволяла «рядовому» 
ученому широко ими пользоваться, обычно 
производились только вычисления, необхо- 
димые для обработки экспериментальных 
наблюдений. К тому же в начале двадцатого 
века резкое удешевление эксперимента при- 
вело к некоторому забвению вычислительных 
методов как аппарата исследования. 

Положение коренным образом измени- 
лось в середине двадцатого века с появле- 
нием электронно-вычислительной техники. 
Стали возможными крупные «машинные экс- 
перименты», позволяющие заменить дорогой 
и нередко опасный эксперимент исследова- 
нием математической «модели». 

Широкое применение таких машинных 
экспериментов привело к появлению новых 
специальностей, например вычислительной 
физики, представители которой занимают 
как бы промежуточное положение между 
физиками-теоретиками и физиками-экспери- 
ментаторами. Они проводят теоретические 
изыскания и «эксперименты» с помощью 
ЭВМ. 

Еще сложнее охарактеризовать второе 
направление нашего факультета — «управ- 
ление». 

Если проанализировать литературные 
произведения, то можно заметить хроноло- 
гическую смену героев: в романах XVII века 
это рыцарь, XVIII — торговец (вспомните 
Робинзона Крузо), XIX — промышленник 
и финансист (например, романы Голсуорси, 
Мамина-Сибиряка и др.), в романах XX сто- 
летия появляется «управленец», организа- 
тор. Это отражает определенные сдвиги в за- 
нятиях людей. 

В широком смысле «управление» — это 
один из видов человеческой деятельности. 
Сложные современные объекты, будь то само- 
лет или завод, требуют надлежащего управ- 
ления. Поэтому число людей, занимающихся 
(прямо или косвенно) управлением, непре- 
рывно возрастает. Например, одним лишь 
планированием в любой развитой стране 
занимается несколько десятков тысяч че- 
ловек. 

В более узком смысле «управление» — 
это прикладная наука, исследующая управ- 
ленческую деятельность. Сюда относится 
автоматизация производства и создание ро- 
ботов, например «луноходов» и более простых 
для замены человека в особо тяжелых усло- 
виях, создание станков с программным 
управлением и т. п. Но внедрение вычис- 
лительной техники и автоматики происходит 
не только на производстве. 

При создании гигантского ускорителя 
элементарных частиц в Серпухове столкну- 
лись со следующей проблемой. Подготовка 
ускорителя для проведения опытов зани- 
мает месяцы. Потом около месяца ускоритель 
находится в «рабочем состоянии». Отдельный 
эксперимент занимает доли секунды, а обра- 
ботка его результатов — недели. Так как 
условия следующего эксперимента опреде- 
ляются результатами предыдущего, удается 
в течение этого месяца провести всего несколь- 
ко экспериментов. Таким образом, основную 
часть времени ускоритель простаивает, «ожи- 
дая» пока будут обработаны результаты 


эксперимента. Проблему решила ЭВМ, ко- 
торая взяла обработку экспериментов на 
себя и проводит их в пределах одного-двух 
часов. Физики, работающие на ускорителе, 
хотят добиться того, чтобы ЭВМ давала 
условия проведения следующей серии опы- 
тов непосредственно ускорителю. 

Еще пример. Проектирование современ- 
ного самолета занимает долгие годы, а в кон- 
це концов может оказаться, что самолет, на 
создание которого ушли миллионы рублей, 
уже «морально устарел» — появились новые 
требования, лучшие материалы и т. п. Для 
ускорения проектирования нужно создать 
систему автоматизации проектирования, ког- 
да конструктор работает в контакте с ЭВМ, 
«подсказывающей» ему решение, проводящей 
нужные расчеты, выдающей требуемую чис- 
ловую или графическую информацию. 

Подобные примеры можно привести не 
только в технике, но и в экономике, и даже 
в международных отношениях и в решении 
проблем охраны окружающей среды. Все 
эти примеры отражают один из наиболее 
характерных процессов нынешней научно- 
технической революции — процесс замены 
простейших форм умственного труда трудом 
«умных» машин. Эта замена вызвала к жиз- 
ни ряд новых прикладных научных направ- 
лений. 

Наконец, есть еще один, самый узкий 
смысл слова «управление». 

Промышленная революция, происходив- 
шая в XIX веке, привела к замене физиче- 
ского труда трудом машин и механизмов, 
и именно в те годы расцвела физика, которая 
была научной базой этой революции, а по- 
тому — ведущей наукой XIX века. Правда, 
слава, которая всегда прйходит с запозда- 
нием, пришла к физике только в начале 
XX века. 

Научно-техническая революция, про- 
исходящая в настоящее время, приводит 
к замене умственных усилий работой вычис- 
лительных машин. Возникающие при этом 
прикладные науки нуждаются в своем теоре- 
тическом фундаменте, подобном физике для 
инженерных наук прошлого века. Таким 
фундаментом и является управление, пони- 
маемое .как точная наука подобно матема- 
тике и физике. 

Можно сказать, что математика изучает 
отношения «а больше Ь », «с принадлежит О», 
физика изучает свойства (изменения) отноше- 
ний под действием некоторых сил, полей. 
Управление изучает целенаправленное изме- 
нение отношений, преследующее достижение 
некоторых целей. Поэтому физические моде- 
ли являются частным случаем моделей уп- 
равления. Вы знаете, что, например, падение 
тела можно объяснить и описать, «приписав» 
природе цель — минимизировать потенциаль- 
ную энергию тела. 

Управление — физическая наука в том 
смысле, что она, как и физика, изучает реаль- 
ные объекты; в то же время это точная мате- 
матическая наука. Понятие «управление» 
(общеизвестен перевод на греческий «кибер- 
нетика») шире, чем понятие «теоретическая 
кибернетика», и включает последнее в себя. 
Дело в том, что определение кибернетики, 
в основу которого положены понятия инфор- 
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мации и обратной связи, применимо в основ- 
ном к техническим системам. Для бихеви- 
оральных систем (систем, обладающих по- 
ведением) основной проблемой является про- 
блема выбора решения. Сейчас общепризнано, 
что без математического описания 
таких систем невозможен прогресс ни 
в биологий, ни в экономике. Управление 
в настоящее время более «физическая» наука, 
чем физика. Галилей так определил задачу 
физики: «Измерить то, что измеримо, сделать 
измеримым то, что нельзя измерить». Совре- 
менная физика уже определилась и зани- 
мается первой половиной этой задачи. В но- 
вой науке — теории управления — одинако- 
во важны обе стороны проблемы. 

В то же время основные понятия этой 
науки быстро математизируются, а за по- 
следние десять лет возникли настолько ма- 
тематизированные разделы управления, что 
их зачастую относят к области чистой мате- 
матики: теоретическая кибернетика, теория 
алгоритмов, алгоритмические языки, теория 
игр, дискретная математика, теория си- 
стем и т. д. 

* * * 

Выбирая специальность, вы часто ориен- 
тируетесь на те науки, в которых к настояще- 
му моменту получены наибольшие достиже- 
ния. Физика — одна из таких наук. Однако 
вспомним, что проблема высвобождения атом- 
ной энергии была сформулирована в 20-х го- 
дах. Те, кто поступил тогда на физические 
факультеты, решили эту проблему в 40— 
50-х годах. И только тогда об этом заговори- 


ла пресса, и абитуриенты хлынули на физи- 
ческие факультеты. 

А Макс Планк мечтал посвятить себя 
математической экономике, но понял, что 
экономика — слишком сложная наука для 
его времени, и лишь тогда он решил заняться 
теоретической физикой. 

В настоящее' время управление как точ- 
ная наука только складывается. Ей нужны 
свои Галилеи, Ньютоны, Эйнштейны и План- 
ки. Ими будут те, кто сейчас придет учиться 
этой науке. Возможно, что в будущем они 
смогут сказать словами Дирака: «Я благо- 
дарен судьбе, что родился вовремя: будь 
я старше или моложе на несколько лет, 
мне не представились бы столь блестящие 
возможности». 

Без сомнения, в этом смысле факультет 
управления и прикладной математики — 
самый перспективный из существующих фа- 
культетов МФТИ. Однако это и самый труд- 
ный для обучения факультет. Здесь наиболее 
насыщенная учебная программа и загрузка 
студентов. 

С другой стороны, на нашем факультете 
наиболее полно могут проявиться способ- 
ности студента. Если вы обладаете инженер- 
ным мышлением, то можете заняться при- 
кладными вопросами управления; если фи- 
зическим, то новыми постановками, формали- 
зацией проблем; если же математическим, 
то строгим доказательством сформулирован- 
ных на физическом уровне положений и 
гипотез. 

Если вы считаете, что это вам по силам — 
поступайте на наш факультет! 

Ю. Иванилол 


Примерные задачи 
вступительных экзаменов 
по математике в вузы 
в 1977 году 

Московский государственный универ- 
ситет им. М. В. Ломоносова 

Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова, как и другие вузы 
страны, в 1977 году будет проводить всту- 
пительные экзамены по математике по двум 
программам (см. «Квант», №2). 
Предлагаемые ниже задачи рассчитаны на то, 
чтобы помочь школьникам, кончающим шко- 
лу в 1977 году по новой программе, под- 
готовиться к вступительных экзаменам по 
математике на различные факультеты МГУ. 

I. Алгебра и начала анализа 

1. Найти промежутки возрастания и 
убывания, исследовать на экстремум и по- 
строить графики следующих функций: 
а ) у = х* — 4х 2 ; 
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<5) у=х + 

в) у = х 3 — Зх 2 +2х. 

2. Применение дифференциального ист- 
числения. 

а) Найти абсциссы точек графика функ- 

1 

ции у = -^ъ\п‘1х — 5Іп х, определенной, на 

отрезке [0; 2я], касательные в которых к 
графику этой функции параллельны прямой 
у + х — 1 = 0. 

б) Найти величину угла между двумя 
касательными, проведенными из точки 
(0; — 1) к графику функции у = х 2 . 

3. Задачи на максимум и минимум. 

а) Найти критические точки и наиболь- 
шие и наименьшие значения следующих 
функций 

у г (х)= |х 2 — Зх+2 |, х (: [—5; 4]; 

У 2 (х) = |(х+1)(2х-5) 2 |, X ^ [-2; 3|. 

б) В полукруг единичного радиуса впи- 
сать прямоугольник наибольшей площади, 
одна из сторон которого лежит на диаметре. 

4. Решить уравнения 

а) 'С05Х — 5Іпх = | /Г 1 — ( — зі п х соз х) 

б) з 2 * 3 - 6 *+ 3 б* г -3х+1 __ 2 2х г — бх-рз . 

В) І0б 2 *г_ 2 (Зх: 2 +х— ^ 4) = 1о8о 1 6 — Іо§ 27 3. 

5. Решить неравенства 
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а) | л: 2 — 5х + 6 | > 



и / 2 = К д((Лй)), где а 6 



б) 1о§ 8 С05 х==5 Іоб./гтЗ; 

1 1 

в) Щх + (1 — 1б*) >1; 

Г) V 2*+/х 2 +5:&х+1. 

6. Вычислить площадь фигуры, ограни- 
ченной следующими линиями: 

а) у = х 2 , х + у = 2; 

б) у=Ѵ х, У=х*- 

в) у = х, у = X + зіп 2 х, X = л/2 (х>0). 

7. Задачи с параметрами. 

а) Найти все значения параметра а, 
при которых функция / (х) = х 3 — ах — I име- 
ет точку максимума х 0 , в которой / (х 0 ) > 0. 

б) При каком значении параметра а 
касательные к графику функции у = 
= х з — а 2 Х} проведенные в точках с абсцис- 
сами х = 0 и х = а, перпендикулярны? 

в) При каждом значении параметра а 
решить уравнение 

|х 2 — 5х + 6 1 = ах. 

г) При каждом значении параметра а 
решить неравенство 

пх-1 1 
х — а 

8. Системы уравнений и неравенств. 

а) Найти множество решений системы 
неравенств 

I 155* 2 +</ 2 ^4, 

* + 1. 

1 х — 2у^2. 

б) Найти множество решений системы 
уравнений 

( \ху — 4| = 8 — у 2 , 

I ху = 2 + х 2 . 

в) Найти множество решений системы 
неравенств 


Г 6-2 4у +2 2!/ — 12>0, 

I 2 2і '+2 4 '+ І — 8<0. 

II. Геометрия 

1. При каком взаимном расположении 
прямых р и <7 выполняется равенство 5 Р 5 ч = 
= 5 9 5 р , где 5 Р и 5? — преобразования 
симметрии относительно указанных прямых. 

2. Показать, что если а х +а 2 = 0, то 

есть параллельный перенос а, 

а при ф 0 поворот Кд. Определить 

— ^ 

длину и направление а в первом случае, 
О и а во втором. 

3. В плоскости даны две взаимно пер- 
пендикулярные прямые ОХ и О К и две точ- 
ки А и В такие, что А ^ [ОХ), В ^ [ОК), 

причем \ОА | = |ОЙ|. Пусть 1 4 = К'дЦ.ОУ)) 


При каких значениях а прямые /, и / 2 

а) параллельны; 

б) перпендикулярны? 

4. Найти площадь треугольника АВС, 
если |ЛС| = 3, |ЙС| = 4, а медианы АК 
и В/, перпендикулярны. 

5. Прямые а,, а 2 и а 3 параллельны, 
причем расстояния от прямой о 2 , содержа- 
щейся в полосе с краями а, и а 3 , до двух 
других равны Ь и с. Найти длину стороны 
равностороннего треугольника, вершины 
которого по одной расположены на прЯйых 
вц а 2 и а 3 . 

6. На стороне А В и продолжении осно- 
вания АС равнобедренного треугольника 
АВС взяты точки й н Е соответственно так, 
что \АЕ | = \ВЕ | = Ь, |йО | : \Ай\ = 

1:3. Найти радиус круга, вписанного 
в треугольник АИЕ, если известно, что 
\АВ | — а и Ь > а. 

7. Равносторонний треугольник с дли- 
ной стороны а повернули на угол а (0 ^ 
^ а < 360°) вокруг своего центра. Найти 
площадь пересечения исходного и поверну- 
того треугольников. 

8. Внутри равностороннего треуголь- 
ника АВС взята точка О так, что \ОА | = 
= УТЭ, |Ой | = /ТЗ, |ОС| = /І7. Вычис- 
лить ОВВС. 

9. В тетраэдре АВСй длины ребер удов- 
летворяют соотношениям 

|Лй| 2 -|-рС| 2 = |ЛС| 2 +|ВО| 2 = 

= |.40| 2 + |ЙС| 2 . 

Доказать, что три пары скрещивающихся 
ребер тетраэдра взаимно перпендикуляр- 
ны. 

10. Плоскость проходит через вершину А 
треугольной пирамиды 8 А ВС, делит попо- 
лам медиану 8К треугольника 5Лй и пере- 
секает медиану 8Ь треугольника 5ЛС в 
точке О такой, что |5П | : |й)й | =1:2. 
В каком отношении делит эта плоскость объ- 
ем пирамиды? 


11. В куб вписана сфера, касающаяся 
всех граней куба. Найти длину хорды, 
которая высекается на сфере прямой, про- 
ходящей через середины двух скрещиваю- 
щихся ребер куба. 

12. На трех ребрах куба К 4 = 
= А 4 А 2 А 3 А 4 А 1 'А 2 'А 3 А 4 ' выбраны точки 


Р \ & \А 4 А 4 ], Р 2 
так, что 

I РіА, I 


\Р 3 А, 


Еі[А 3 А 3 ], Р 3 

: РИ. 1= I 
: Р 2 А 3 I = 1 

: /ѴѴ| = 1 


5 [А і А 2 ' ] 

: 2 , 

: 3, 

: 2 . 


К кубу К і внешним образом приставлен 
куб К 2 = Й,Й 2 Й 3 Й 4 В 4 В 2 В 3 В 4 так, что 

А і~ В !, А % I й і й і 1. А 2 ^ [ й | й 2 ] , 
причем Иі 4 2 | : |й,й 2 |= 1 : 3. Плос- 
кость, проходящая через точки Р 4 , Р 2 и 
Р 3 , делит куб К 2 на две части. Найти отно- 
шение их объемов. 


В. Вавилов, В. Тихомиров 
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Технические вузы 

Вариант 1 

1. К двузначному числу приписали спра- 
ва такое же число. Разность между получен- 
ным четырехзначным числом и квадратом 
исходного двузначного числа разделили на 
4% от квадрата исходного числа; в частном 
получили половину исходного числа, а в 
остатке — исходное число. Найти исходное 
двузначное число. 

2. Сумма первых пяти членов геометри- 
ческой прогрессии равна 93, а сумма первых 
десяти членов той же прогрессии равна 
3069. Найти сумму первых пятнадцати членов 
этой прогрессии. 

3. Решить уравнение 

!е 2 х — 21ех — 15 

— — Л = 0. 

V ЮОО — X 

4. Решить уравнение 

С05Х 

Г +ШІ + *^ = 2 - 

5. Найти длину отрезка, параллельного 
основаниям трапеции, концы которого лежат 
на ее боковых сторонах, зная, что этот отре- 

ок делит трапецию на две равновеликие фи- 
гуры, и что основания трапеции имеют дли- 
ну а и Ь ( а>Ь ). 

6. Найти длину высоты конуса наиболь- 
шего объема, который можно вписать в шар 
радиуса /?. 

Вариант 2 

1. Две авиамодели начали одновремен- 
но двигаться в одном направлении при встреч- 
ном ветре, скорость которого ѵ м/сек. Пер- 
вая модель продержалась в полете на I сек 
меньше, чем вторая, но пролетела на а м 
больше. Какая из этих моделей пролетит 
дальше в безветренную погоду? (Время по- 
лета модели не зависит от ветра.) 

2. Решить неравенство 

21§ а х — 51§х+2 ' п 

Ух— 200 " ' 

3. Решить уравнение 

У 1 + 5ІПХ + С05Х = 0. 

4. Найти три числа, образующие гео- 
метрическую прогрессию, если их сумма 
равна 21, а произведение равно 216. 

5. Длина стороны квадрата ЛВСО рав- 

на 10 см. На его сторонах отложены отрезки 
[ЛЛ,], [ДД 1 ], [СС Х ], [ЛОіІ длины х 

каждый, причем Л ^ [АВ ], В, ^ I ВС ], ^ 
б [СО], €[ВМ]. Доказать, что четырех- 

угольник Л,В 1 С 1 0 1 — квадрат, и найти 
значение х, при котором площадь этого квад- 
рата будет наименьшей. 

6. Найти объем пирамиды ОЛВС, если 
(Об 1± (ЛВС), величина двугранного угла 

при ребре АС равна <р, |ОС |=/, ЛСВ= 

= л/2, СЛВ=а. 

Вариант 3 

1. Города Л и В расположены на берегу 
реки, причем Л ниже по течению. Из этих 


городов одновременно поплыли навстречу 
друг другу две лодки. Достигнув одновре- 
менно городов В и Л, лодки повернули об- 
ратно и встретились на расстоянии 20 км 
от пункта первой встречи. Если бы те же 
лодки, выйдя одновременно из Л и В, по- 
плыли против течения, то лодка, вышедшая 
из Л, догнала бы лодку, вышедшую из В, 
в 150 км от В. Найти расстояние междѵ 
Л и В. 

2. Решить неравенство 

У 1 — 108 5 (X 2 — 2х + 2)<Іо§ 6 (5х- — 10х Ь 10). 

3. Решить уравнение 

5ІП Х+5ІП 2х+5ІП Зх= 1-ГС05 Х+С05 2х. 

4. Найти знаменатель бесконечно убы- 
вающей геометрической прогрессии, сумма 
которой в 4 раза больше суммы первых пяти 
ее членов. 

5. В треугольник ЛВС вписан прямо- 
угольник, две вершины которого лежат на 
стороне АС, а две другие — на сторонах АВ 
и ВС. Найти наибольшее значение площади 
такого прямоугольника, если |ЛС|=12сл<, 

| ВО |=10 см, где [ВО] — высота треуголь- 
ника ЛВС. 

6. Найти объем шара, вписанного в 
конус, образующая которого наклонена к 
плоскости основания под углом а, а боковая 
поверхность равна <?. 

Вариант 4 

1. Два велосипедиста выехали одновре- 
менно из пункта Л в одном направлении, 
первый — со скоростью 8 км/час, а второй — 
10 км/час. Через 30 минут из пункта Л в 
том же направлении выехал третий велоси- 
педист, который догнал первого, а еще че- 

, 1 

рез 1 ~2~ часа — второго велосипедиста. 
Найти скорость третьего велосипедиста. 

2. Решить уравнение 

І0 Ѵх--. (2 *- 14) = 2 ' 

3. Решить неравенство 

IX , ЗХ у- — 

со5 2х со 5 -д- — 5іп 2х $іп -д-^0,5 У 2. 

4. Тангенсы половин углов некоторого 
треугольника образуют арифметическую про- 
грессию. Докажите, что тогда и косинусы 
углов этого треугольника образуют арифме- 
тическую прогрессию. 

5. Около круга радиуса Д описан четы- 
рехугольник, две стороны которого парал- 
лельны друг другу, а две другие — конгру- 
энтны. Найти наименьшее значение площади 
такого четырехугольника. 

6. Найти объем правильной четырех- 
угольной пирамиды, высота которой равна Н , 
а плоский угол при вершине а. 

Л. Садовский, Н . Дегтярей 
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Рецензии, библиография 



Ошибки 
в «Ошибках...» 


Представьте себе, что вы при- 
нимаете вступительные эк- 
замены по математике. Пе- 
ред вами сидит абитуриент, 
ждет ваших вопросов, а вы 
должны объективно и спра- 
ведливо оценить его знания. 

Сначала вы предлагаете 
ему решить следующую зада- 
чу: найти корни уравнения 

1°8зхг (9х*)— 1 о8* Ѵ з* 2 =0. (1) 

Поступающий дает такое 
решение. 

«Областью допустимых 
значений неизвестного дан- 
ного уравнения является 
множество действительных 
чисел, кроме х=0». Затем, 
перейдя к новому основанию 
логарифмов |х| и предвари- 
тельно проверив, что |х| = 1 
не будет корнем уравнения 
(1), абитуриент получает 
уравнение 

1°б| х | (9* 4 ) 

І0 §| X I (З* 2 ) “ 

ІО б|* |* 2 . 

Х 2 

'° б |*| з 


из него 

(І 02 И 3+2)(1-1ов |Л1 3)=0, 
откуда, наконец, получает и 

«О т в е т: 

1 1 
* 1 = Уз ’ ~ ~ Уз ' 

х з — 3, х, = — 3.» (2) 

Вы, видимо, объясните 
абитуриенту, что он допустил 
грубую ошибку. В действи- 
тельности ОДЗ уравнения (1) 
таково: 

* #0 ’ хф уГ* 


хф уз ’ 

х ф Уз , х ф — Уз, 


а потому указанные в ответе 
(2) значения х, = 1/Уз и 
х, = — 1/Уз корнями урав- 
нения (1) не являются. Кро- 
ме того, вы отметите, что пе- 
реход к новому основанию 
логарифмов |х; — крайне 
нерациональный метод реше- 
ния уравнения (1); оно ре- 
шается устно, поскольку 
І 0 2 зх 2 ( 9 х ‘)= 2 . 

Поставив перед аби- 
туриентом другую задачу: 
построить график функции 



вы с первого взгляда на по- 
лученный абитуриентом гра- 
фик (см. рисунок) заметите, 
что и эта задача решена не- 
верно. В самом деле, функ- 
ция (3) при х= 1 принимает 
нулевое значение, тогда как 
изображенная на рисунке 
кривая с осью абсцисс не 
пересекается. 

Можно определенно ут- 
верждать, что поступающий 
с такими знаниями студентом 
не станет. Однако пора от- 
крыть секрет: приведенные 
ошибочные решения взяты 
вовсе не из работы неради- 
вого абитуриента, а из\по- 
собия для поступающих*), где 


они, как ни странно, вы- 
даются за правильные (см. 
стр. 48—49, 99—100). 


*) Т у п и к о в В. А., 
Ошибки в решении конкурс- 
ных задач на вступительных 
экзаменах по математике, 
изд. 4-е, переработанное 
и дополненное (Минск «Вы- 
шэйшая школа», 1974, 
144 стр., тираж 150 000 экз., 
цена 16 коп.). 



Вступительные экзамены 
по математике в вузы дают 
обширный фактический ма- 
териал для выявления не- 
достатков в подготовке аби- 
туриентов. И очень заманчи- 
во выглядит идея на основе 
всестороннего и тщательного 
анализа типичных недостат- 
ков работ и ответов посту- 
пающих разъяснить наиболее 
слабо усваиваемые теорети- 
ческие вопросы школьного 
курса, вскрыть причины оши- 
бок в решении задач. 

Именно такую идею, ви- 
димо, стремился реализовать 
автор в своем пособии, и это 
следовало бы только привет- 
ствовать. Но, к сожалению, 
в целом предпринятая им по- 
пытка оказалась весьма неу- 
дачной: подбор примеров вы- 
глядит случайным, а их ана- 
лиз — поверхностным. И, са- 
мое главное, слишком часто 
ошибки и неточности самого 
автора подстать тем, от ко- 
торых он пытается предосте- 
речь читателя. 

Много места в книге 
занимает важный вопрос — 
решение уравнений и нера- 
венств. Но сколько пута- 
ницы допускает автор при 
рассмотрении конкретных за- 
дач! Например, на с. 20 да- 
ется определение ОДЗ (пра- 
вильное), а на с. 47 утверж- 
дается, что ОДЗ уравнения 

20 1о§ 4л . Ѵх+ 7 Іое.вх х3 — 
— 3 1об*/2* 2 = 0 

есть множество х>0, что 
лишь по случайности не при- 
водит в дальнейшем к ошиб- 
ке. Непоследовательность ав- 
тора можно проиллюстриро- 
вать тем, что х= — 6 он счи- 
тает корнем уравнения 

( х + 5) х2+х ~ 2 =1 
(стр. 39—40), однако х= — 3, 
і/=2 решением системы 

| х у = 9 , 

|.|/324 = 2х 2 

не признает (с. 50 — 51). Из 
текста невозможно понять, 
когда проверка является обя- 
зательной частью решения 
уравнения и когда ее прово- 
дить не нужно (см. с. 26, 37, 
45 и др.). По поводу урав- 
нения 

Ѵ2х- — 8х + 12 =^6 (4) 
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автор пишет: «Поскольку по- 
сле возведения в квадрат мог- 
ли появиться посторонние 
корни, необходима проверка» 
(с. 34). Между тем в данном 
случае делать проверку как 
раз не надо, достаточно заме- 
тить, что обе части уравне- 
ния (4) неотрицательны, и 
потому возведение в квад- 
рат приводит к равносильно- 
му уравнению. 

Воспроизведем еще одно 
по меньшей мере странное 
определение: «Совокупность 
тех значений независимой пе- 
ременной х, для которых 
функция у=І(х) определена, 
т. е. каждому значению не- 
зависимой переменной х со- 
ответствует одно или несколь- 
ко вполне определенных зна- 
чений функции, называет- 
ся областью определения этой 
функции» (с. 86). 


Отметим, что автор да- 
леко не всегда приводит наи- 
более рациональные или 
удачные решения. Так, к 
тригонометрическим уравне- 
ниям, разбираемым на с. 63— 
67, гораздо проще применить 
метод введения вспомога- 
тельного угла. Некоторые 
замечания и рекомендации, 
высказанные в книге, пред- 
ставляются сомнительными и 
спорными. Например, посту- 
пающему не следует заучи- 
вать тригонометрические 
формулы, выходящие за рам- 
ки программы вступительных 
экзаменов (с. 56, 59); при ре- 
шении геометрических задач 
не требуется (если в условии 
специально не оговорено про- 
тивное) проводить исследова- 
ние решения (с. 104, 129, 
134) и т. д. Наконец, заме- 
чание, последнее по счету. 


но отнюдь не по важности: 
книга написана плохим язы- 
ком, в ней сплошь и рядом 
встречаются неудачные и да- 
же неграмотные обороты 
речи. 

Хотя для поступающих 
было бы очень полезно и поу- 
чительно познакомиться с 
ошибками своих предшест- 
венников, рассматриваемое 
пособие юному читателю ре- 
комендовать нельзя: оно не 
дает ясного понимания сути 
этих ошибок и путей их 
преодоления. Отмеченные су- 
щественные недостатки посо- 
бия тем более странны, что 
речь идет о четвертом изда- 
нии и, следовательно, у авто- 
ра уже имелась возможность 
исправить случайные недо- 
смотры и переработать не- 
удачные места. 

Л. Слукин 


Неравенства 
и ... вероятность 

Следующая задача была пред 
ложен а венгерской командой- 
советской команде на одной 
из международных олимпи- 
ад: если р + у = 1 , 0 <р< 1 , 
т, п — натуральные числа, 
большие 1 , то 

(1 — р т ) п + (1 — ч П ) т > \. 

Эта задача с трудом под- 
дается алгебраическому ис- 
следованию. Но, оказывает- 
ся, ее можно просто и краси- 
во решить с помощью теории 
вероятностей. 

Пусть имеется таблица 
из п строк и т столбцов; 
в каждую клетку ставится 
либо 0, либо 1, причем ве- 
роятность того, что ставится 
0, равна р (тогда 1 ставится 
с вероятностью <?). Ясно, 
что 1 — р т — это вероятность 
того, что в некоторой фикси- 


рованной строке стоит хотя 
бы одна единица, а (1 — р т ) п — 
того, что в каждой строке 
стоит хотя бы одна единица. 
Аналогично (1 — 7 п ) т — ве- 
роятность того, что в каж- 
дом столбце стоит хотя бы 
один нуль. Одно из этих со- 
бытий наверняка произойдет 
(если найдется строка из 
нулей, и столбец из единиц, 
то что же стоит на их пере- 
сечении?). Поэтому сумма 
вероятностей этих событий 
не меньше 1 (проверьте, 
что при т>1, п>1 эта сум- 
ма должна быть больше 1). 

Ну, а если не знать, что 
такое вероятность? Оказы- 
вается, легко перевести это 
решение на язык комбина- 
торики. Для этого нужно 
рассмотреть случай, когда 
р = гІ8 — рациональное чис- 
ло. Для каждой клетки таб- 
лицы возьмем запас цифр из 
г нулей и 5 — г единиц и бу- 
дем составлять всевозмож- 
ные заполненные таблицы. 
Вероятность заменяется на 


число таблиц, а фраза «одно 
из этих событий наверняка 
произойдет» — на «объедине- 
ние двух этих множеств 
таблиц есть все множество». 
Подумайте, как избавиться 
от предположения, что р — 
рационально. 

А теперь решите такие 
задачи-обобщения. 

1. Пусть 0<ріі <1(1^ 

іс т, 1 ^ п), а = 

= 1 —рц- Тогда 

(I р 11 . . . Р 1 ГЛ ) ' ( 1 - Р 2 1 • • • 

• • • Ргт)' • ■ ■ • (1 Рпі ■ • • 

■ • ■ Рпт) (1 — 7и ■ • • 

• • • <7пі) (І 7іг ■ ■ • Япг ) X 
X* • . *(1 Яіт • • ■ 7пт)^=1» 
где т_>г 1 , пі» 1 . 

2. Пусть 0 < рі < 1 ( і= 

= 1. 2 к), р, + . . . 

• • ■ + Рй = 1, Щ( — нату- 
ральные числа. Тогда 
(1-(р 2 +...+р*) т «--- т *Ѵ".+ 
+ . . . + (I— (р, + . . . + 

+ Рй_.) *-• ) 

(«многомерное» обобщение). 

А. Р. 
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Информация 



Форум 

юных астрономов 


16 августа 1976 года вереница автобусов 
привезла на территорию Шемахинской астро- 
фйзнческой обсерватории АН Азербайджан- 
ской ССР необычных пассажиров. Это при- 
ехали хозяева красочного палаточного го- 
родка с романтическим названием «Звезд- 
ный» — 230 мальчишек и девчонок из 45 го- 
родов и сел нашей страны, посланцы много- 
тысячной армии любителей астрономии на 
III Всесоюзный слет юных астрономов. 

17 августа состоялось открытие слета. 
В этот день на торжественной линейке ребят 
приветствовал дважды Герой Советского Сою- 
за летчик-космонавт СССР Н. Н. Рукавиш- 
ников. С теплыми словами приветствия об- 
ратился к ребятам секретарь ЦК ЛКСМ 
Азербайджана В. А. Гусейнов, директор Ше- 
махинской обсерватории академик АН АзССР 
Г. Ф. Султанов, министр просвещения рес- 
публики М. М. Мехти-заде, ученый секре- 
тарь Всесоюзного астронймо-геодезического 
общества (ВАГО) кандидат физико-матема- 
тических наук В. А. Бронштэн, ответствен- 
ные работники ЦК ВЛКСМ и Министерства 
просвещения СССР. 

Многообразны интересы ребят в астро- 
номии. Поэтому основная работа на слете 
проходила по секциям. Всего было создано 
7 секций: «Солнце», «Кометы и метеоры», 
«Переменные звезды», «Луна и планеты», 
«Астрофизика», «Телескопостроение и астро- 
фотография» и «Служба неба». Ежедневно 
проводились сначала теоретические занятия 
(лекции, беседы, доклады), затем лаборатор- 
ные работы, обработка результатов наблю- 
дений, полученных раньше, и, естественно, 
ночные наблюдения (с 22 до 02 часов). 

На секциях ребята выступили с 79 до- 
кладами, из которых 28 было отобрано на 
общую конференцию. Такое обилие докладов 
не случайно. В последние годы юные астро- 
номы все более и более активно ведут целе- 
устремленную наблюдательную работу (не 
редки случаи плодотворных контактов кол- 
лективов юных астрономов с профессиональ- 
ными астрономическими обсерваториями). 
Многие ребята занимаются теоретическими 
исследованиями. Существуют коллективы, в 


общем объеме работ которых преобладает 
популяризаторская деятельность. Все это, 
естественно, накладывало отпечаток на те- 
матику докладов и их содержание. Чтобы 
не быть голословным, можно назвать темы 
некоторых докладов. Так, Владимир Крупко 
из Омска прочитал доклад «Организация 
астрономического кружка в 5-х, 6-х классах», 
Георгий Безруков (Волгоград) рассказал 
о наблюдениях Новой в Лебеде, Эдуард 
Миссаров (Ташкент) поделился с ребятами 
результатами наблюдений переменных звезд, 
Азик Куламбаев (Алма-Ата) рассказал о 
методике и результатах эквединситометрии 
(исследования линий равной плотности фото- 
изображения) кометы Беннета, Александр 
Казаков (Горький) поделился опытом 'приме- 
нения телевизионных методов при изучении 
космических объектов, Сергей Гурьянов и 
Юрий Баталов из Красноярска рассказали 
о том, как они открыли комету Кобаяси — 
Бергера — Милона. 

Ребята и руководители делегаций при- 
няли участие в двух пресс-конференциях. 
Более 80 вопросов было задано ученым юны- 
ми астрономами. Из чего состоят кольца 
Сатурна? Существуют ли в пространстве 
отрицательные массы? Планируется ли в 
ближайшее время запуск женщин-космо- 
навтов? Каковы возможности исследования 
пилотируемыми кораблями дальних планет 
Солнечной системы? Каковы перспективы 
исследования космического пространству в 
СССР и за рубежом? Есть ли в пространстве 
антиматерия и как ее обнаружить? И многое, 
многое другое. Юные астрономы получили 
полные ответы на все свои вопросы. Да это 
и не удивительно, так как в пресс-конферен- 
циях участвовали летчик-космонавт СССР 
Н. Н. Рукавишников, профессор МГУ 
К. А. Куликов, ученый секретарь ВАГО 

B. А. Бронштэн, ведущие ученые Шемахин- 
ской астрофизической обсерватории О. X. Гу- 
сейнов, С. Г. Мамедов, И. А. Асланов, 

C. 3. Омаров. Пресс-конференции показали 
не только большую любознательность ребят, 
но и их эрудицию, широту и глубину их 
интересов, знание основ'астрономии и космо- 
навтики.' 

Ребята общались с учеными не только 
на пресс-конференциях. Они неоднократно 
встречались с учеными ШАО во время сек- 
ционных занятий, часть которых проходила 
в лабораториях и на инструментах обсерва- 
тории. Учеными из Моеквы К- А. Кулико- 
вым, Э. В. Кононовичем, А. В. Засовым, 
Л. М. Гиндилисом, В. А. Бронштэном было 
прочитано для ребят 10 лекций по самым 
актуальным вопросам 1 современной астроно- 
мии. А с каким нетерпением все ждали нача- 
ла диспута с интригующим названием «Есть 
ли жизнь во Вселенной?». Вел этот диспут 
один из известных (не только в нашей стране, 
но и за рубежом) специалистов по проблеме 
внеземных цивилизаций Л. М. Гиндилис. Ре- 
бята высказали много интересных соображе- 
ний о возможности и целесообразности кон- 
тактов с инопланетными разумными существа- 
ми, пофантазировали о формах жизни во Все- 
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ленной, о путях развития земной цивилиза- 
ции. И пусть их рассуждения зачастую были 
наивными, не аргументированными — отрад- 
но то, что они по-своему пытались решать 
эти извечно актуальные и сложные проблемы. 
На наш взгляд, главное в подобной дискус- 
сии — показать ребятам данную проблему 
так, как ее понимает современная наука, 
и заставить их задуматься над этой пробле- 
мой. 

Индивидуальность юных астрономов, их 
знания, умения и навыки, полученные в про- 
цессе занятий в своем коллективе, прояви- 
лись также на выставке творческих работ 
юных астрономов. На выставку было пред- 
ставлено около 200 экспонатов от 30 коллек- 
тивов. Что характерно для выставки? Преж- 
де всего, обилие иллюстративного материала, 
демонстрирующего успехи коллективов юных 
астрономов, формы, методы и содержание 
их работы, достижения коллективов в про- 
ведении любительских астрономических на- 
блюдений. Нельзя не отметить прекрасные 
фотографии звездного неба. Луны, планет, 
серебристых облаков. Солнца и солнечных 
пятен, полученные юными астрономами До- 
нецка, Ярославля, Алма-Аты, Углича. Хо- 
рошая подборка методических материалов 
была представлена на выставке Клубом 
юных техников Сибирского отделения 
АН СССР. Посетителям выставки запомни- 
лись красиво оформленные альбомы, показы- 
вающие работу Крымской областной юно- 
шеской астрономической обсерватории. 

Конструкторская работа юных астроно- 
мов была представлена на выставке несколь- 
кими коллективами. Здесь в первую очередь 
надо сказать о юных астрономах Бакинского 
Дворца пионеров и школьников име- 
ни Ю. А. Гагарина, которые выставили це- 
лую серию самодельных телескопов и астро- 
графов. Самодельные телескопы демонстри- 
ровал также один из молодых участников 
слета — коллектив юных телескопостроите- 
лей Новосибирского городского Дворца пио- 
неров. Портативные астрографы были пред- 
ставлены коллективами Москвы, Симферо- 
поля, Углича. Делегация Углича показыва- 
ла прибор для визуальных и фотографиче-' 
ских наблюдений Солнца. Необходимо ска- 
зать, что перечисленные выше приборы ин- 
тенсивно использовались в работе соответ- 
ствующих секций. На них проводились ви- 
зуальные и фотографические наблюдения 
Луны, Юпитера, Солнца, звезд и звездных 
полей. Хочется отметить некоторые учебно- 
наглядные пособия по астрономии. Это по- 
движные карты звездного неба, изготовлен- 
ные ребятами из Горького и Ташкента, а так- 
же серия лабораторных работ по изучению 
образования пятен на Солнце, разработанная 
в школе № 5 города Углича. 

Жюри слета высоко оценило деятель- 
ность отдельных юных астрономов и коллек- 
тивов. По решению жюри ценными подарка- 
ми награждены 37 ребят и 12 коллективов. 
Помимо этого, 7 коллективов рекомендова- 
ны к участию на ВДНХ СССР в павильо- 
не «Юные техники и натуралисты». Для на- 
граждения медалями «Юный участник ВДНХ 
СССР» представлены 50 юных астрономов; 


б руководителей коллективов представлены 
к награждению золотыми, серебряными и 
бронзовыми медалями ВДНХ СССР. 

Особые призы жюри — три тома атласа 
звездного неба — были вручены Казимиру 
Чернису (Эстония) и Юрию Фомину (Москва) 
за независимое обнаружение кометы д’Аре. 
Это знаменательное событие произошло на 
слете в ночь с 17 по 18 августа. Специальный 
приз за внеконкурсную работу получила 
Ирина Михайлова. Ею был написан рефе- 
рат «Жизнь и творчество среднеазиатских 
ученых в области астрономии». Как сказал 
председатель жюри слета профессор 
К. А. Куликов, это фундаментальное иссле- 
дование школьницы достойно того, чтобы 
быть помещенным в сборнике «Историко- 
астрономические исследования». 

У читателя может сложиться впечатле- 
ние, что все время ребят было посвящено 
занятиям астрономией. Нет, много времени 
занимал и организованный отдых — спортив- 
ные соревнования, труд-десант, экскурсии 
на обсерваторию ШАО, «огоньки» знаком- 
ства, экскурсии по окрестностям обсервато- 
рии, просмотр самодельных цветных слайдов. 

Конференция, выставка творческих ра- 
бот юных астрономов, семинар руководителей 
коллективов показали возросшую актив- 
ность любителей астрономии в проведении 
разнообразных астрономических наблюдений. 
В то же время необходимо отметить, 
что до сего времени коллективы юных 
астрономов практически не занимаются 
астроприборостроением и, следовательно, 
не проводят наблюдений с использованием 
классических методов астрофизики. Прак- 
тически отсутствует общение между кол- 
лективами; коллективы работают разоб- 
щенно, не обмениваются информацией. К не- 
достаткам работы юных астрономов следует 
отнести и то, что наблюдения уникальных 
явлений, а также длинные ряды наблюдений 
в некоторых коллективах не обрабатывают- 
ся, лежат мертвым грузом. 

На слете были намечены конкретные ме- 
роприятия, которые должны способствовать 
поднятию любительской астрономии на более 
высокий уровень. В частности, предпола- 
гается провести в 1978 году Всесоюзную 
школу-семинар руководителей коллективов. 
Рекомендуется проводить региональные сбо- 
ры юных астрономов на базе таких коллекти- 
вов, как астрономический кружок Бакин- 
ского Дворца пионеров и школьников. Крым- 
ская областная юношеская астрономическая 
обсерватория, астрономическая лаборатория 
Клуба юных техников СО АН СССР, Ярослав- 
ское общество юных любителей астрономии, 
астрономическая обсерватория пионерлаге- 
ря «Орленок». 

Таким образом, III Всесоюзный слет 
юных астрономов позволил выяснить состоя- 
ние любительской астрономии, конкретизи- 
ровать цели и задачи, наметить пути даль- 
нейшего развития и совершенствования лю- 
бительской астрономии. 

С. Войнов 
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Ответы, указания, решения 



К статье «Площадь и интеграл» 

1. 1/2. 2. 11/2. 3. 4/3. 4. 16/3. 5. 2 + 
+ л 3 /6. 6. 4. 7. 1/3. 


К статье «Рационально или иррационально?» 

я 

1. Указание, -у + 6л = л 

2. Указание. Если Т рационально, 
то 7" + х рационально при рациональном х 
и иррационально при иррациональном х. 

3. Указание. Рациональное число 
в любой целочисленной степени будет чис- 
лом рациональным. 



4. 


а) Нет, так как а = 


(« + Ь)+(а—Ь) 
2 


Ь = 


(а+ Ь) — (а — Ь) 
2 


и справа — число иррациональное, посколь- 
ку а + Ь ф 0. 

10, 11. Указание. Действовать, 
как при решении примера 7. 

12. Указание. См. решение при- 
мера 8. 

13. Указание. См. решение при- 
мера 10. 

К статье «Московский физико-технический 
институт» 

Математика 

Билет 1 

1. Возведя обе части данного уравнения 
в квадрат, и упростив полученное выражение, 
находим 6 — Зх="/бх 2 — 18х+12. Пос- 
ле повторного возведения в квадрат при- 
ходим к уравнению х 2 — 6* + 8 = 0, откуда 
х 4 =2, х 2 = 4. Проверка показывает, что 
решением является только х х = 2. 

2. ОДЗ неравенства: х < 2, поэтому 
1о§ 2 (х 2 — 4х + 4) = 2 1о§ 2 (2 — х). Замечая 
еще, что 1о§, /г (2 — х) = — Іо§ 2 (2 — х), пос- 
ле равносильных преобразований получим 

(1 — *)[Іо бі (2 — х)— 2] >0. 

Это неравенство равносильно совокуп- 
ности двух систем неравенств: 


б) Да, пример: в=6= /2 или а = 
= /2+1, Ь = /2 — 1 . 


в) Нет. 

г) Да. 

д) Нег. 


Указание. Выразить а и Ь через 
данные числа. 

5. Из рациональности второй дроби 
вытекает, что а 2 рационально, а из рацио- 
нальности первой дроби, — что и а рацио- 
нально. 

6. Указание. Воспользоваться прие- 
мом решения примера 4. 

7. а) Иррационально, так как /3 = 

= {(Ѵ 1 +К 2 + / 3 ) 2 — і ) 2 — 2 . 


б) Указание. 6-ь/ 1 1 _ 1 2±2 > 1 1 __ 

2 

= (/П±1) г . 

2 

За 7=— 

в) Положим у 20 + 14/2 + 

За — 

+ V 20 — 14/2 = х, тогда х 3 — 6х — 40 -= 
= 0, откуда х = 4. 

8. а) Да, У]**/]- У2. 

б) Нет, так как а+2"/ай+й = 

/2, УаЬ = ~2~ [ /2 — (а+й)], 


аЬ = \ [2 + (а + Ь) 2 — 2 (а + Ь)У 2], 


іі— х>0, (1— х<0, 

(2— х>4; \о<2 — х<4. 

Решениями этих систем являются соот- 
ветственно: х < — 2, 1 < х < 2. 

3.3:1. Указание. Поскольку 
|ЛВ|<|ВС|, точки на прямой расположе- 
ны в следующем порядке: А, В, С, й. Да- 
лее проведите прямую через центры окруж- 
ностей. Самое простое решение задачи по- 
лучается применением следующей теоремы 
(попробуйте доказать ее самостоятельно)! 
если две хорды Р() и И 8 одной окружности 
пересекаются в точке М, то \ РМ \ \ Аі(} \= 
= | РМ | | М5 |. Другое решение использует 
перпендикуляр 0,Ё, опущенный из центра 
О, большей окружности на [Ай]. 

1 

4. х,=/лл, у 1 = 2лл; х 2 = — агссоз — + 
+ 2/лл, у г = 2л/3 + 2ял; х, = агссоз -у- + 


+2тл, у з = — 2л/3 + 2лл (/л, п = 0, 

+ I , ±2, . . . ). 

Указание. Перемножив уравнения 
почленно, после преобразований придем к 
уравнению 

*6 2 \ = 4 5ІП 2 у. 

Оно имеет три серии решений: у 1 =2пп, 
у г = 2л/3 + 2ші , у 3 = — 2л/3 + 2лл (п = 0, 
±1, ±2, .. .). Каждое из найденных зна- 
чений у подставим в оба уравнения исход- 
ной системы. Для у і =2пл получим зіпх=0; 
для у г = 2л/3 + 2ял получим систему 

|/ 3 со5х — 5 5Іп х = 3 /З, 

ІЗѴЗсозх — $іпх= /З, 


5 » 


5 



откуда С05 х = 1/7, 5Іп х = — 4/3/7; для 
у 3 — — 2п/3 -\-2гт аналогично получим 

соз х= 1/7, зіпх = 4/3/7. 

5. Пусть О = (5С)Г~1(Р<2/?) (рис. ^.тог- 
да по условию [50] — высота тетраэдра 
8Р0Р. бсюда следует, что точка О — центр 
грани Р()Р. Обозначим через а длину реб- 


ра тетраэдра, тогда | 8Р \ = а, | РО | = 


80 


I = а • Из подобия Д5Р0 и 


А8СР находим 

|РС| = |РО| 


|5Р| а 
1.50 1 у2‘ 


Следовательно, длина стороны квадрата 

о 3 

АВСй равна а. Отсюда Ѵ = — д— . 


Обшей частью данных пирамид являет- 
ся пирамида 80МРЦ (М = (ОВ) П {Р<2), 
N — (00) П(РР)) с высотой 80. Определим 
площадь основания РМОЫ. Имеем 

„ | ОМ | 

8 АРОМ — | 0В| ' 8 АРОВ’ 


8 АРОВ — 2 I РО I ' I РВ I — 


а 3 

2 /б' 


Найдем |ОМ|:|ОВ|. Проведем прямую О К 


параллельно прямой /?<?. Тогда | ОК |= . 

О 

Из подобия 80МК и Д ВМР имеем 


\0М\:\МВ\ = \0К\-.\РВ\ = У2-.Ъ 

и, учитывая, что | Об | = | МВ | -)- 1 ОМ |, 
находим 


|ОМ|:|ОВ 


/2 

3+/2' 


Следовательно, 


8 аром 2 /з(з _|_/ 2 ) ' 


Аналогично получаем 

а 2 

5 дролг- 2 /з (з _)_ /2) ’ 

откуда 


5рмолг= ѴзЬ + Ѵг) ' 

Объем пирамиды 80МРЫ равен 

-150 1 5 У** 3 

3 | 50 | • 8 Р моя — 9(3 +у 2 ) - 

3"/2 — 2 
~ 21 И - 


Билет 2 

1 • — 2. Указание. Пусть а 1( а 2 , 
а 3 — соответственно первый, второй и тре- 
тий члены арифметической прогрессии, <7 — 
знаменатель геометрической прогрессии. Тог- 
да аі = <702, а 3 = <7 2 а 2 , причем а 2 Ф 0 (иначе 
о і = <70 2 = 0, о 1 — а 2 = 0) и 

а 2 — </«2 = <? 2 “2 — «2. 
откуда <7 2 + <7 — 2=0. 

2. х, = 2, </, = 1,х 2 = 1/2, </ 2 

Указание* ОДЗ: х > у > 0. Первое 
уравнение системы можно записать в виде 
(1ё х — 1 ІУ) Об X + 1§ у) = (1§ X + !б у) 2 . 
откуда либо 1б х + 1б у — 0, у = 1/х, либо 
1б* — >8 У = І8*+ І81/. ІёУ = 0,у=1. 

3. х, = Зл/4 + лл , х 2 = Зя/2 + 2лл , 


х 3 = 2пл, х 4 = л/4 -[- ( — 1) л агсзіп 


21/2 + 


-|-лл(я — целое). У казани'е. ^Привести 


уравнение к виду 

(зіп х+соз х)(зіп х — соз х+ 1)(2 зіп х — 

— 2 соз х— 1)=0. 

л — а зіп а 

4' 2 ’ агс ‘8 2 + соз~а = 

зіп а а -}- л 
4 соз а ’ 2 

зіп а 

- агс1 б2+соза • 

Указание. Возьмем на \АВ ] точку М 
так, что |ВМ| : |МА| = 1:2. Тогда ( МК ) || 
|| (Ай) и из условия \АВ\ = 2|ВС| + \Ай\ 
следует, что |АМ| = 2\МК\- Далее |ВМ| = 

А А 

= |МА|, ВМК=а, отсюда МВК=(л— а)/2, 
и затем из Д АМК по теореме косинусов на- 
ходим |А/(| : \МК\ и по теореме синусов 

зіп МАК- 

5. (з"/2 ± УЗ) см. 

Физика 

Билет 1 

1. Запишем уравнения движения саней 
и человека для проекций на ось координат, 


1/5 


«О 



направленную вниз по склону горы: 

УИ|§| 5Іп а— р(ЛН-т)|§|со5 а+І^НО, 

-» т|§|зіп а — 1^1 — та. 

Здесь Г — сила взаимодействия между че- 
ловеком и санями, а — ускорение человека. 
Из этих уравнений 


(М+ т)\д 


(зіп а— ц соз а)«э— 3 м/сек*. 


т. е. человек должен двигаться по саням вверх 
с ускорением 3 м/сек 2 . 

2. Согласно первому закону термодина- 
мики, количество теплоты С/, которое необ- 
ходимо сообщить газу при изотермическом 
расширении, равно работе А газа. Поскольку 
относительное увеличение объема мало, мож- 
но считать, что давление при расширении 
уменьшается по линейному закону. Тогда 

'4 == РсрДУ = ‘2'(Рі Ч - Рг) АУ- 

Из закона Бойля — Мариотта 

Рі Ул 1 (, АК\ 

Рі ~ Ѵ,+ АѴ ~ Рі . АѴ_~ Рі [ Ѵ { )' 

+ к, 

Следовательно, 

/ АѴ \ 

д = 2 йг) = 


. АѴ 


— .. КТ ,, 1 0 ./ 


у, 


1 АѴ 


2 V , 


: 4 , 88 дж . 


3. В установившемся режиме сила Т м , 
действующая на свободный заряд в магнит- 
ном поле, компенсируется электростатиче- 
> 

ской силой /V- 

I Я* I = I ?Э | , ИЛИ <7 1 V 1 1 В I = д —■ . 


АСй по теореме синусов 7Іп (90° + Р) = 

а г - 1 

= 5ІпТ’ г Деа = (1— а) X 2/, зіп Р= — , 


У = 45° — р. Отсюда найдем 
преломления п: 


1 + 


1 


(2а— I) 2 


показатель 

1,6. 


Билет 2 


1. В системе отсчета, связанной с цент- 
ром масс соударяющихся атомов, суммар- 
ный импульс равен нулю: 



где ш 0 = 3 т а и о а = 2 ц с . Отсюда 
скорость центра масс 


| - | т а I п а | + т с | ѵ с \ 

1 Ѵ * — т а + т с 

■ 5 I - | 

= ~я“ у = 625 м/сек . 

° \ а \ 

2. После каждого соударения с движу- 
щимся поршнем скорость молекул газа 

уменьшается на 2 | и |. А сколько соударений 
возможно? Обозначим через I время между 
первым и вторым соударениями, тогда 


ІН — х 2 Н — х 



где х = | и I і — соответствующее смещение 
поршня. Отсюда 




следовательно, часть молекул претерпит 
два соударения, и их скорости после вто- 
рого соударения | у 2 1 ^ |о1 — 4Іп| = 

= 100 м/сек. Аналогично можно показать, 
что третье соударение невозможно. Поэто- 
му окончательно 

100 ж/се/с^І у 2 | ^200 м/сек. 

3. Пластины конденсатора взаимодей- 
ствуют с электрическим полем, созданным 
заряженной плитой. Напряженность этого 


Отсюда 

- і 6/ 

| ѵ I = — — — = 2 м/сек. 

I В\й 

4. Через грань ВС не будет видна часть 
текста, находящаяся под участком Ай ос- 
нования призмы (рис. 2). Из треугольника 


| Е | = 2^5 . Заряд конденсатора ^ 

создает свое электрическое поле | Б, | = 
? ЗГ ЙГе 0 5 

ж ~^з = ~а-а 1 ■’ откуда <7= Т-а~- 


бі 



3. Обозначим новый заряд на конден- 
саторе через <7,. Разность потенциалов 
между пластинами равна 


Я, А ■ , Я (Л 
~ е 0 5 ‘ 4 а + 2е 0 5 ^ 2 



я &я — (2 

где Ч = — ^ д. Отсюда <), = ? 

'о - 1 о 


2д — 0 I 

Д<7 = Яі — я — @ = — — • 10~ # к. 


4. Запишем законы сохранения энергии 
и импульса для системы атом — фотон: 


/іѵ = Лѵ 0 



2Ат р ’ 


На конденсатор действует суммарная элект- 
ростатическая сила 


\Г\=2 Ч \Е\ = 


Ѵ_0_ 

а—сі 1 


= ІО - * я = 10 дин. 


4. Изображение стены в первой линзе 
находится в ее фокальной плоскости 

х а 

(а>0)> поэтому (см. рис. 3) , 


где х — видимый размер стены. Кроме того, 
для оптической системы имеют место соот- 


ношения 



и 


О + ?г = Р- Тогда 


(і + РМ , 

х— — 1 м ■ 


Билет 3 

1. Запишем законы сохранения энергии 
и импульса: 


И I 2 

т, | ѵ, | 

|__ т 2 1 у 2 1 п 

2 

^ 2 У 

1 -*■ 

1 | - I 

т, 1 о, 

| = т г | ѵ г | 

(индекс «1» относится к нейтрону, 

к ядру бериллия). 

Отсюда 

1 ^ I 2 

^ 'ЛіКІ 

( ?т . 2 


1 2 т, + т 2 

7 

= -д- <2 =2,95 Мэв, 

Е г = () — Е, = 0,42 Мэв. 
2. Из уравнения теплового баланса 

< 2 = с ѵ , — Т) 

и уравнений состояния идеального газа 

т _ т 

рѴ = — КТ и РіѴ = — ЯТ { 

найдем установившееся в сосуде давление: 

/ \ 

р, = р I 1 + с ѵ р І 7~І ^ 2р = 1520 мм рт. ст. 


Р 


Ііѵ 


с ’ 


Отсюда получаем 


йѵ = Лѵ 0 + 


(йѵ) г 

2 Ат р с- ' 


Физический смысл имеет только один ко- 
рень 


Лѵ = Агпр с 2 — АгПрС 



1—2 


йѵ„ 

АтрС 1 


Попробуем упростить это выражение. По- 
скольку Лѵ 0 <Л/п р с 2 (в этом можно убе- 
диться, подставив конкретные значения), 


йѵ ’=® Атрс- — Ат р с 2 (\ — =Лѵ 0 . 

Это позволяет сделать такую замену: 



Тогда окончательно 


и 


Лѵя«йѵ 0 + 


(йѵ „) 2 

2 Ат р с 2 ’ 


4 +*&.)■ 


К статье «Целые точки в многоугольниках 
и многогранника» 

(с.и. « Квант » №4) 

Упражнение 1. Очевидно, что 
5 (пР) = п 2 8 (Г). Легко видеть, что 
В (пР) = пВ (Р). Поэтому: 

а) У ( пР ) = 5 (пР) + В(пР)І2 + 1 = 

= л 2 5 (Р) + пВ (0/2 + 1 и 

б) У ( 2Р ) - 2У (О + I = [5 (2Р) + 
+ В (2Р)І2 + 1] - 2 [5(0+ В (0/2 + 
+ 1] + 1 = 25 (О- 

Упражнение 5. У (3 Р) = 1 — 
— ЗУ ( Р ) + ЗУ (2Р). 

Упражнение 6. Из решения уп- 
ражнения 1 вытекает, что р (л) = я 2 5 ( Р ) + 
+ пВ (0/2 + 1. Поэтому р (—л) = 
= р (л) — л В (О = У ( пР ) — В (пР), 
а эта разность и есть число внутренних це- 
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лых точек в многоугольнике пР (при 
п іэ 1). 

Если Р — целочисленный многогранник, 
то У ( пР ) = а + Ьп + сп 2 + іп* = р(п) 
при п ^ 0. Оказывается, что при п ^ 1 
число внутренних целых точек в многогран- 
нике пР равно — р ( — п). 

Упражнение 7. Мы рассмотрим 
только случай, когда Р, Р х и Р 2 — много- 
гранники. Нужно доказать, что 
В (Р)+В(М)=В (Р Х )+В(Р ,).(*) 

Если точка X лежит на границе Р и не 
принадлежит Р 3 , тоХ дает вклад 1 в В (Р х ) 
ив В (Р). Если точка X лежит на границе 
М, то она дает вклад 1 в В (Р х ), В (Р г ), 
В (Р) и В (/И). Если точка X лежит внутри 
М, то она дает вклад 2 в В (М)- и вклад 1 
в В (Р х ) и В (р г ). Если X не принадлежит 
ни М, ни границе Р, то она не дает вклада 
ни в одно из слагаемых формулы (*). Таким 
образом, любая точка. X дает одинаковый 
вклад в обе части (*), т. е. эти части равны. 

Упражнение 9. У(4 Р) = 

= 4У(3 Р) — 6У(2 Р) + 4Х(Е) — I. 

Задача 1. Аналог теоремы 1: число 
ненулевых решений системы трех уравне- 
ний с тремя неизвестными либо бесконечно, 
либо не превосходит 3!- (объем многогранни- 
ка Ньютона этой системы). 

Задача 3. Пусть # ^ У'- Существует 

удобная функция { такая, что # = /. Так 
как / ^ У "и У'з У согласно задаче 2, 
то функция й = / — # принадлежит У' и 

й = 0. Однако при доказательстве основной 
теоремы мы пользовались только тем, что 
й (1 У'. Значит, й = 0, # ^ У, и ввиду 

произвольности У' = У. 


казательство основной теоремы для плоских 
фигур) и на любом тетраэдре Р, для которого 
N (Р) = 4 и V (Р) = 1/6 (поскольку 
Н (Х 4 ) = 0). 

С помощью свойства А) получаем из 4), 
что й обращается в нуль на любом единичном 
кубе, и по индукции на любом прямоуголь- 
ном параллелепипеде П п = {(х; у, г) : 

=5 х< 1, 0< 1, 0< г< л). 

Параллелепипед П п можно разбить на 
тетраэдр Т п и некоторое число тетраэдров Рі, 
для которых У( Рі) = 4 и V (Рі) — 1/6. 
Поскольку й ( П п ) =0, й (Р().= 0, и й 
обращается в нуль на всевозможных пересе- 
чениях Рі между собой ч с Пп (эти пересе- 
чения — либо точка, либо отрезок, либо 
треугольник), то мы получаем из А), что 
й обращается в нуль и на Т п . г Из 5) и опре- 
деления удобной функции теперь следует, 
что й обращается в нуль на любом тетраэдре 
Р, у которого N (Р) == 4. Любой же тетра- 
эдр, для которого N (Р)> 4, можно раз- 
бить на два, три или четыре тетраэдра с 
числом целых точек, меньшим чем N (Р). 
По индукции получаем, что й (Р) = 0 для 
любого тетраэдра Р. Разбивая любой много- 
гранник на тетраэдры, получаем из А) ут- 
верждение теоремы. 

К задачам «Квант» для младших 
школьников» 

(см. «Квант» №4) 

1. 15Й+7 копеек. 

2. РЕКТОР=530 625. 

3. ІѴ= І+Ѵ— II, X — 1= IX, 1Ѵ=Ѵ— I, 
X — ІХ= I, XXVI— ХХѴ=І. 

4. 32X24=768 

+ + : 

144:24=6 


Задача 5. 

, 1) N (пХ { ) = 1 =5 і < 4. 

2) с х = — (п — 1) (п — 2) (п — 3)/6, 

с 2 = п (п — 2) (п — 3)/2, с 3 — — п (п — 
— 1)(п— 3)/2, с 4 = п(п— 1)(п — 2)/6. 

3) ' У (пР) = У „(Е) = с, + с 2 У (Р) + 
-г с 3 У (2 Р) + с 4 У (ЗР), где с х , с 3 , с 3 , с 4 — 
многочлены от п из 2). 

4) Коэффициент при п 3 равен V (Р), 
а коэффициент при п г равен В (Р)1 2 — 1. 

Задача 6. План доказательства про- 
странственной основной теоремы. 

Всюду ниже мы опускаем слово «цело- 
численный» и называем тетраэдром тре- 
угольную пирамиду. 

Применяя последовательно допустимые 
преобразования, можно перевести: 

1) любую точку в Х х ; 

2) любой отрезок /, для которого 

У (/) = 2, в Х 2 ; 

3) любой треугольник Р, для которого 
У (Р) = 3, в Х э ; 

4) любой тетраэдр Р, для которого 

У (Р) = 4 и V (Р)= 1/6, в Х 4 ; 

5) любой тетраэдр Р, для которого 

У (Р) = 4, в тетраэдр Т п (см. «Квант», 
№ 4, рис. 1 на с. 13), где п = 6Ѵ (Р). 

Из 1)— 4) и определения удобной функ- 
ции следует, что й обращается в нуль на 
всех фигурах нулевого объема (поскольку 
й (Х х ) = й (Х 2 ) = й (Х 3 ) = 0 — см. до- 


176— 48=128. 

К задачам 

(см. «Квант» № 4, с . 12) 

1. 8=Яг. 2.У аЫ(а+Ь).3. а)х 1 =2,у,=0, 
2 1= 5 ; з; 2 =5, у 2 = 0, г 2 =2; б) х=6; в) х=7, 
у= 8. 4. Корней нет. Указание. Пусть 
5. от» — выражение в левой части уравне- 
ния, тогда (х — I) 2 • 5 і97в= 1977 -х 1 *? 8 — 

— 1978 х 1877 + 1. 


(см. «Квант» № 4, с. 23) 


1. Сила трения колес о дорогу пропор- 
циональна весу машины (|Е т р| = йт|§|, 
где к — коэффициент трения, т — масса 
машины). Следовательно, ускорения, сооб- 
щаемые машинам, не зависят от их маёс 

(|а| = й|§|) и одинаковы. Поэтому машины 
остановятся одновременно. 

2. Коромысло рычажных весов следует 
делать такой конфигурации, чтобы при рав- 
ных грузах на чашках сумма моментов сил 
тяжести, действующих на грузы, была равна 
нулю тогда и только тогда, когда коромысло 
находится в горизонтальном положении. На- 
пример, как на рисунке 4. В этом случае 

плечи р х и р 2 сил Р х и Р 2 равны р,=р 2 =Л+ 


+( 2 зіп а. Если Р 1 =Р 2 < то сумма моментов 
этих сил равна нулю. 
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Предположим, что при Р 2 = Р 2 коро- 
мысло отклонено от горизонтального положе- 
, ния (рис. 5). Тогда 

р г = І г соза + 1 2 зіп (а + Да), 
р 2 = /, соз а + 1 2 зіп (а — Да). 
Очевидно, 0 ^ а — Да < а+Да < л/2, поэто- 
му зіп (а— Да)< зіп (а + Да). Следователь- 
но, рі>р 2 и результирующий момент стре- 
мится повернуть коромысло в горизонтальное 
положение. 


К головоломкам 
«Машинная графика» 

(см. «Квант» № 4, с. 57) 

На рисунке 1 (в задаче) — концентрические 
окружности, вычерченные в перспективе 
с весьма близкой к ним «точки зрения». 
Как известно, окружность в перспективе 
изображается в виде эллипса. Рисунок слу- 
жит напоминанием, что центр окружности 
при этом не совпадает с центром изображае- 
мого эллипса. «На природе» такой рисунок 
можно увидеть на пне — «годовые кольца» 
образуют как раз концентрические окруж- 
ности. 


Рис. 6. 
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На рисунке 2 — тоже несколько кон- 
центрических окружностей, вокруг внешней 
из которых описан квадрат. Они расположены 
во «фронтальной» (перед зрителем) плоско- 
сти, но вычерчены в «цилиндрической пер- 
спективе», причем при очень близком располо- 
жении «точки зрения». В такой проекции сни- 
мает известный многим панорамный фото- 
аппарат «Горизонт». Этим фотоаппаратом, 
подойдя почти вплотную, например, к длин- 
ному железнодорожному вагону, можно снять 
его целиком, но при этом он получится «изог- 
нутым», подобно тому, как изогнуты на на- 
шем чертеже крайние линии, в натуре — 
стороны квадрата. 

(см. «Квант» № 4, 4-ю с. обл.) 

1. См. рис. 6. 

2. 8:2— 1 = 3; 

2+7— 4=5; 

4+6— 3=7 

4— 3+7=8. 

3. См. рис. 7. 

4. 2/3+4/3=2; 

1/4+5/4+6/4- 3; 

3/ 1+0/6+ 1/6+ 5/6= 4 ; 

1/2+4/2+5/5+3/6+6/6- 5; 

0/ 1 + 2/2+6/2+ 3/3+ 2/5+ 3/5= 6 ; 

1/ 1+5/ 1+0/2+0/3+0/4+4/4+0/5 - 7. 

(см . «Квант» Л® 4, 3-ю с- обл.) 

«Куб-хамелеон» 

Три двуцветных кубика, на каждом из ко- 
торых красным, синим или зеленым цветом 
окрашены три попарно смежные грани, шесть 
кубиков с одной красной, двумя смежными 
синими и тремя попарно смежными зелеными 
гранями, шесть кубиков с одной синей, дву- 
мя смежными зелеными и тремя попарно 
смежными красными гранями, шесть кубиков 
с одной зеленой, двумя смежными красными 
и тремя попарно смежными синими гранями, 
и, наконец, шесть кубиков с двумя смежными 
синими гранями, двумя смежными красными 
и двумя смежными зелеными. 
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Рис. 7. 


Рукописи не возвращаются 




ЛАБИРИНТ — ГЕКСАМИНО 

Эта фигура составлена из 35 гексамино, 
а) Соедините крайние фигурки линией, проходящей через 
все гексамино, причем только по одному разу; от фигурки к 
фигурке можно переходить только через стороны (через вер- 
шины углов нельзя). 

. б) Нарисуйте замкнутую ломаную, проходящую (с выпол- 
нением тех же условий) через все 35 гексамино. 

Л. Мочалову 
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«ЧИСЛОВАЯ ЯХТА» 
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Эта яхта составлена из три- 
надцати линий с маленькими 
кружками. Расставьте в пу- 
стые кружки числа от 1 до 
1 1 так, чтобы сумма чисел в 
кружках любого ряда была 
равна 13. 

Ю. Аленков 
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«КВАНТОВО-ВОЛНОВЫЕ» РЕБУСЫ 

В каждом из этих ребусов буквами зашиф- 
рованы некоторые цифры. Расшифруйте 
примеры. 
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В. Радунский 
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К нашим читателям 

Продолжается подписка на 1977 год на научно-популярный 
физико-математический журнал «Квант» 


«Квант» адресован всем школь- 
никам 5 — 10 классов, которые любят 
математику п физику, любят решать 
задачи и хотят в будущем серьезно 
заниматься точными науками. 

Наш журнал полезен и тем 
школьникам, интерес которых к точ- 
ным наукам еще дремлет. 

На страницах нашего журнала 
публикуются статьи обзорного ха- 
рактера, рассказывающие о дости- 
жениях науки и о проблемах, еще 
ожидающих своего решения; расска- 
зы об ученых, о том, как рождаются 
научные открытия. 

В журнале читатель найдет мно- 
го задач. Среди них — задачи раз- 
личных олимпиад и просто интерес- 
ные задачи. 

Раздел «Лаборатория «Кванта»» 
рассказывает о поучительных экспе- 
риментах, которые можно осущест- 
вить в домашних условиях. 

Какие вопросы и задачи могут 
ожидать абитуриента на вступитель- 
ных экзаменах? Ответы на эти и 
многие другие вопросы, с которыми 
приходится сталкиваться при по- 
ступлении в вузы, читатель найдет 
в разделе «Практикум абитуриента». 


Наш журнал полезен и учителям. 
Сейчас произведены коренные изме- 
нения в школьных курсах математи- 
ки и физики. «Квант» всячески ста- 
рается освещать на своих страницах 
эти изменения, публикуя статьи по 
новой программе. 

В 1977 году «Квант» открыл но- 
вую рубрику: «По страницам школь- 
ных учебников». В статьях этого 
раздела разбираются наиболее тон- 
кие и важные вопросы математики, 
изучаемой в школе. 

В 1977 году значительно расши- 
рен раздел ««Квант» для младших 
школьников». 

Журнал постоянно помещает ре- 
цензии на книги — уже вышедшие и 
еще только готовящиеся к изданию. 


ЖУРНАЛ РАСПРОСТРАНЯЕТСЯ 
ТОЛЬКО ПО ПОДПИСКЕ 
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